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Einleitung^. 



1. Den Ort eines Punktes bestimmt die Geometrie, indem 
sie seine Lage gegen andere Punkte, Linien oder Flächen angibt 
Aendert ein Punkt seinen Ort, also seine Lage gegen die betrach* 
teten anderen Punkte, Linien oder Flächen, so sagt man jener 
Punkt sei inBewegung gegen diese Punkte, Linien oder Flächen; 
ändert er aber seine Lage nicht gegen diese, so sagt man er sey in 
Buhe gegen diese. Diese Bewegung und Buhe ist also immer eine 
relative, d. h. eine, welche sich bezieht auf die Lage anderer 
Punkte. Absolut in Buhe wäre ein Punkt, welcher seinen Ort 
im Baume überhaupt nicht ändert; wir haben aber keine Mittel zu 
untersuchen, ob das bei einem Punkte der Fall ist, und alle Punkte, 
welche uns erscheinen, müssen wir auf die Lage bestimmter Punkte 
beziehen, von denen wir nicht behaupten können, dass sie ihren 
absoluten Ort nicht ändern, also jene Punkte relativ gegen diese 
betrachten. 

2. Bei der Bewegung eines Körpers kann jeder Punkt eine 
von den Bewegungen anderer Punkte des Körpers verschiedene Be- 
wegung haben; man wird daher als das einfachste zuerst die Bewe- 
gung eines einzelnen Punktes betrachten. Bewegen sich etwa alle 
Punkte eines Körpers ganz in der gleichen Weise, so wird die 
Kenntniss der Bewegung des einzelnen Punktes zugleich die Kennt- 
niss der Bewegung des Körpers in sich schliessen; so kennt man 
z. B. die Bewegung eines fallenden Körpers , welcher sich nicht 
dreht, vollständig, wenn man die Bewegung eines seiner Punkte 
kennt 

* 3. Die Bewegung eines Punktes heisst geradlinig, wenn 
der Punkt eine gerade Linie durchlauft. 

Holtzmannt tliSQret. Mecliaaik. ^ 
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4. Die Bewegung einds Panktes heisst gleichförmig, wenn 
der bewegte Punkt in beliebig gewählten gleich grossen Zeiten 
gleich weit kommt 

5. Die Erfahrung lehrt, dass ein bewegter Punkt, so lange 
nicht äussere Ursachen auf ihn einwirken, sich geradlinig und 
gleichförmig fortbewegt Diess ist das sogenannte Trägheits- 
gesetz. So oft wir sehen, ^^ss^die Bewegung eines Punktes nicht 
gleichförmig, oder nicht geradlinig ist, oder beides zugleich nicht, 
so müssen wir annehmen, dass eine äussere Ursache da ist, welche 
den bewegten Punkt veranlasst, sei es die Geschwindigkeit zu 
ändern, oder die Richtung oder beides. 

Diese äussere Ursache nennen wir eine Kraft 

■' 6. Die Wirkung einer Kraft besteht also entweder in der 
Aenderung einer Geschwindigkeit, oder in der Aenderung der Bich- 
tnng einer Bew'egnng; es wird aber auch der Fall vorkommen, dass 
mehrere äussere Ursachen , Kräfte , zugleich einen Punkt bewegen 
wollen, und hier kann nun die Wirkung einer Kraft auch darin be- 
stehen, dass durch sie die Wirkung einer andern Kraft aufgehoben 
wird. Heben sich die Wirkungen der Ejräfte, welche auf einen 
Punkt wirken, gegenseitig auf, so wird dieser Punkt sich bewegen 
als ob' gar keine Kräfte auf ihn einwirken, also geradlinig und 
gleichförmig, worin als besonderer Fall die Ruhe mitbegriffen ist. 

7. Sehen wir Kräfte an einem Körper die ohne sie bestehende 
Bewegung nicht ändern, so sagen wir, sie seien an diesem Körper 
im Gleichgewichte. 

8. Die Lehre von der Bewegung heisst Mechanik. Sie hat 
zwei Aufgaben zu lösen, nämlich erstlich die Beschreibung der statt- 
findenden Bewegung zu geben, und zweitens den Zusammenhang 
zwischen der Ursache der Bewegung, der Kraft, und der Bewegung 
festzustellen. Man unterscheidet wohl die beiden Theile der Mecha- 
nik, welcl^e diesen Aufgaben entsprechen, in der Phoronomie und 
Dynamik. Sieht man z. B. einen Punkt in einem Kreise sich be- 
wegen, und hat man dabei erkannt, dass dieser Punkt in gleichen 
Zeiten gleich weit kommt, dass er in jeder Secunde 3 Fuss weit 
kommt, und dass der durchlaufene Kreis einen Fuss Halbmesser 
hat, so ist durch diese Beschreibung d^r Bewegung die Aufgäbe der 
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Pboronomie vonstandig gelöst. Fragt mati aber nach der Kraft» 
welche diesem Punkte diese Bewegung ertheilt, so ist diese Frage 
zu beantworten Aufgabe der Dynamik, welche antwortet, der Punkt 
r wird in jedem Augenblicke durch einie an Grosse sich gleichbleibende 

Kraft nach dem Mittelpunkte des Kreises hingezogen oder gedrückt, 
deren Grösse die Dynamik noch weiter bestimmt. 

Von der Dynamik trennt man noch den besondem Theil ab, 
in welchem die Ejräftewirkungen sich gegenseitig aufheben, also 3ie 
Kräfte im Gleichgewichte sind , als die Lehre vom Gleichgewichte, 
welcher man den Namen Statik gegeben hat. 

Gleichförmige geradlinige Bewegung. 

f 9. Die gleichförmige und geradlinige Bewegung eines Punktes 

, ist vollständig bekannt, wenn man die Richtung der Bewegung 

kennt, und den Abstand, welchen der bewegte Punkt zu zwei gege- 

V benen Zeiten in dieser Richtung von einem gegebenen Fixpunkte 

aus erreicht hat. Ist z. B. gegeben, dass der Punkt sich in der ge- 
raden Linie AB bewegt, und dass er zur Zeit tp den Abstand s© 
von A gegen B gemessen erreicht hat, und zur Zeit t^ den Abstand 
S4, so weiss man, dass er in der Zeit t^— tp den Weg s^— So durch- 
laufen hat, also in jeder Zeiteinheit den Weg 

Sj Sq 

t,-to' 
wofür ich c setze, durchlauft. Zur Zeit t ist daher sein Abstand 
von A =:So-hct. 

10. Unter der Geschwindigkeit versteht man bei der 
gleichförmigen Bewegung ^ den in der Zeiteinheit durchlaufenen 
Weg; bei der vorstehend betrachteten Bewegung ist daher die Ge- 
schwindigkeit S4 ~ So 

► = c. 

t,-to 

>^ Der bewegte Punkt geht dabei in der Richtung von AB, nach wel- 

cher die positiven Abstände gemessen werden, wenn die Geschwin- 
digkeit positiv ist, dagegen in der Richtung BA, wenn die Ge- 
schwindigkeit negativ ist. 

11« Ist die Geschwindigkeit gegeben, mit welcher sich ein 
Körper von A nach B hin gleichförmig bewegt, gleich c, so weiss 

1» 
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man, dasB er in einer Zeiteinheit durch den Weg c,^in t Zeiteinhei- 
ten durch et kommt; um nun zu wissen, wo sich der Körper, Punkt, 
zur Zeit t befindet, muss noch gegeben sein, wo er sich zu irgend 
einer Zeit in der Linie AB befindet. Weiss man, dass er zur Zeit 
to in dem Abstände Sq von A gegen B war, so hat man seinen Ab- 
stand von A zur Zeit t 

s = So-*-c(t— to). 
Ist Sq der Abstand, welchen der Punkt in dem Augenblicke 
hatte y von welchem man anfing die Zeit zu zählen, also für t=o, 
so ist s = So -l-ct. 

So heisst dann der anfangliche Abstand. 



Erstes Buch. 
Kräfte an einem Funkte. 



Statik der Kräfte, welche auf einen Punkt 

wirken. 

12. Hier ist zaeirst festzustellen, was zur Eenntniss einer 
Kraft nothwendig ist. 

Eine Kraft, welche anf einen in Ruhe befindlichen Ponkt wirkt, 
wird diesen , wenn andere äussere Ursachen nicht vorhanden sind, 
in Bewegung setzen, und der angegriffene Punkt wird sich nach 
einer bestimmten Bichtung fortbewegen. Die Richtung, in welcher 
der Punkt anfangt sich zu bewegen, nennen wir die Bichtung 
der Kraft. 

13. Lässt man zwei Kräfte von entgegengesetzter Bichtung 
zugleich auf einen Punkt wirken, so wird der Punkt in einer der 
beiden Bichtungen fortgehen , und wir nennen diejenige Kraft die 
grössere, welcher der Punkt folgt. Es werden aber die Kräfte auch 
so gewählt werden können , dass der Punkt weder der einen noch 
der andern dieser Kräfte folgt, sondern in dem Ruhezustande bleibt, 
in welchem er vor dem Angriffe beider Kräfte war; dann sind diese 
Elräfte im Gleichgewichte und man nennt sie gleich gross. 

Lässt man zwei gleich grosse Kräfte nach derselben Seite und 
Richtung hin auf einen Punkt wirken , nach der entgegengesetzten 
aber eine einzige Ejraft, welche mit jenen beiden im Gleichgewichte 
ist, so ist diese Ejraft zweimal so gross als eine von den ersten. 
Auf gleiche Weisje kann man die drei-, vierfache etc. Kraft 
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bestimmen, die Erä^e unter sich ihrer Grösse nach vergleichen, 
messen. 

Dieses Messen der Kraft genügt für die Untersuchung des 
Gleichgewichtes, für die Statik. 

14. Ans dieser Erklärung folgt unmittelbar, dass man zwei 
nach einer Richtung wirkende Kräfte durch eine Kraft ersetzen 
kann, deren Grösse gleich der Summe jener Kräfte ist. 

15. Eine Kraft, welche mehrere andere ersetzen kann, heisst 
die Resultirende dieser. Die einzelnen Kräfte heissen die Com- 
ponenten der Besultirenden. 

16. Die Resultirende zweier direct einander entgegenwirken- 
der Kräfte ist die Differenz dieser Elräfte; sie hat die Richtung der 
grösseren Kraft. 

um diesen Satz mit dem in (Nr. 14) ausgesprochenen in einen 
Satz zusammenfassen zu können, und um unabhängig zu sein von 
der Frage, welches die grössere Kraft ist, nimmt man von zwei 
direct entgegengesetzten Kräften die eine als positiv, die andere 
als negativ. Dann ist ihre Resultirende die algebraische Summe 
beider; sie liegt in der Richtung der positiven oder der negativen 
Kraft, je nachdem diese Summe positiv oder negativ wird. 

Die Resultirende mehrerer Kräfte, welche an einem Punkte 
wirken, und deren Richtungen in eine gerade Linie fallen, ist die 
algebraische Summe dieser Kräfte , wenn man die nach einer Rich- 
tung wirkenden Kräfte als positive , die nach der entgegengesetzten 
Richtung wirkenden als negative Kräfte in Rechnung bringt Die 
Resultirende geht nach der ersten oder der zweiten Richtung, je 
nachdem die algebraische Summe der Componenten positiv oder 
negativ ist. 

17. Wirken zwei Kräfte P und Q nach verschiedenen Rich- 
tungen auf einen Punkt m, so wird dieser eine Bewegung annehmen, 
welche in der Ebene P,Q liegt, weil der Grund für das Austreten 
aus dieser Ebene nach einer Seite hin ebenso für die andere Seite 
der Ebene P,Q vorhanden wäre. 

Lässt man auf den Punkt m eine Kraft nach der Richtung der 
eintretenden Bewegung wirken, so wird diese bei geeigneter Grösse 
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dieselbe Bewegung für sich allein dem m mittheilen^ welche imter 
der Einwirkung jener beiden Kräfte P nnd Q eintritt Diese Kräfte 
lassen sich also durch eine einzige ersetzen, von der wir wisisen^ 
dass sie in der Ebene der beiden Kräfte P,Q liegt. 

18. Lässt man in der Richtung von P ein zweites P und iu 
der Richtung von Q ein zweites Q wirken, so wird man das erste P 
und Q durch eine Resultirende R ersetzen können, und ebenso daiä 
zweite Paair P und Q. Die beiden Resultirenden R werden in die- 
selbe Richtung fallen und also für sich eine Resultirende 2 R geben. 
Nimmt man also statt der Kräfte P und Q die doppelten 2P und 
2Q, so behält die Resultirende noch dieselbe Lage und wird dop- 
pelt so gross als die Resultirende der einfachen P und Q. 

Ebenso geben nP und nQ die Resultirende nR in derselben 
Richtung wie R, oder wachsen die beiden Gomponenten in demsel- 
ben Verhältnisse, so behält ^e Resultirende ihre Richtung und 
wächst in demselben Verhältnisse. 

Die Richtung der Resultirienden Roder der Wink«! (R, P) bleibt 
also derselbe so lange das Verhältniss der Kräfte 

P 

dasselbe bleibt^ und R ist dann proportional mit P und mit Q oder 

R = kP = kaQ, 
wo k eine Constante ist. Diese wird aber einen andern Werth ab- 
nehmen, wenn das Verhältniss a der beiden Kräfte ein anderes wird, 
wo zugleich der Winkel (R,P) ein anderer wird. 

19. Sind P und Q zwei aufeinander rechtwinkliche Kräfte, 
welche an einem Punkte m wirken^ und ist 

P 

dasselbe, so wird die Resultirende 

R = kP; R = kaQ 
wo k eine Constante ist, welche von a abhängt, und der Winkel 
(R,P) ist ebenso constant. Aendert sich aber das Verhältniss a, 
so wird sich auch k ändern und ebenso der Winkel (R,P). 

Denkt man sich nun wieder P als die Resultirende zweier auf 
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einander lechtwinklicbef Kräfte S and T, von welchen die erste in 
die Richtang von R fällt, also mit P den Winkel (R,P) bildet, so 
wird aach S 

T=* 

sein müssen, nnd P = kS = kaT. 

Zerlegt man ebenso Q in zwei Kräfte V nnd W, von iivichen 
l:: die erste in die Richtang von R fällt nnd dfe zweite daza recht- 

i\ winklich nnd T direct entgegen ist, so hat man wieder, weil die 

I letzte nrit R den Winkel (R, P) bildet, 

y w 

t und Q = kW = kaV. 

f^ Aus diesen Gleichungen ergibt sich 

^ k kV 

■ .r P R , 

I ^ = kI=kV'^«* 

i W = T. 

i Da aber W nnd T rechtwinklich zn R stehen nnd einander ent- 

k . gegengesetzt sind, so heben sie sich gegenseitig anf, und für die 

t . zwei Kräfte P und Q bleiben nur die beiden S nnd Y übrig, welche 

^ beide in der Richtang 7on R liegen. Die Resnltirende von P and Q 
ist daher R = S;h-V 

_p _a 

» '"k'^ka 

i ' . =r-^r-^^^'^ 

R» = P* + Ql 

* Ans cfieser Gleichang sieht man, dass R die Hypotenuse eines 

rechtwinklichen Dreiecks ist, dessen Catheten P und Q sind. Man 
. hat, wenti man den Winkel dieses Dreiecks zwischen R und P mit 
9 bezeichnet, 

P P 

♦ R = und TT- = cot cp 

, cosy Q ^ 

♦ oder k = = seccpund a = cot cp oder ak=-: — = coseccp. 

: tOBg> ^ ^ smy ^ 
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k bat nach der vorhergehenden Nnnuner denselben Wert}», so lange 

p 

das Verhältniss -g = a dasselbe bleibt, oder so lange der Winkel 

(R,P) derselbe bleibt. Aendert sich das Verhältniss a, so wird 
damit anch der Winkel (RyP) ein anderer werden, und' man kann da- 
her atch k als eineFonktion von (R»P) betrachten. Dann aber wird 
man ka, das Verhältniss von R und Q, als dieselbe Funktion des 
Winkels (R, Q) haben, oder weil (P, Q) ein rechter Winkel ist, wird ka 

die Funktion von -^ — (R,P) sein, welche k von(R,P) selbst ist. 

Daraus folgt im Vergleiche mit den beiden obigen Werthen von k 

und ka, dass (R>P) = 9> 

ist. Wäre diess nicht der Fall, sondern (R,P) = 94-«, so hätte 



man 



k =/ = sec CD 



und ak=/^ =cosecy. 

- — (91+a) 

Diess ist nur der Fall für « = 0. 

Beschreibt man also über P und Q, indem man die 
Grössen dieser Kräfte auf ihre Richtungen als Längen 
aufträgt, ein Rechteck, so ist die Hypotenuse die Resul- 
tirende von P und Q nach Grösse und Richtung. 

20* Man hat demnach, wenn Pund Q zwei aufeinander recht- 
winkliche Kräfte an demselben Punkte sind, undR ihre Resultirende 
^ R» = P'-hQ% 

! ' P = Rcos(R,P); Q = Rsin(R,P)=9Rcos(R,Q),tg(R,P)=^.. 

1 Diese Gleichungen bestimmen die Grösse der Resultirenden und 

ihre Lage. 

Man sagt^ wenn man die Resultirende bestimmt hat, man habe 
die Kräfte P und Q zu emer zusammen gesetzt. 

Umgekehrt kann man auch eine gegebene Kraft R als die Re- 
sultirende zweier auf einander rechtwinklicher Ejräfte betrachten, 
I und diese bestimmen. Hier ist eine von den Grössen P, Q und 

dem Winkel (R>P) wülkührlich, und kann also ebenfalls gegeben 
I sfin; die beiden anderen bestimmen sich dann aus obigen Gleichun- 
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gen. Ma9 sagt hier, man habe R in die beiden &äft6 P and Q 
zerlegt. 

21. Greifen zwei schief gegen einander gerichtete Kräfte P 
nnd Q einen Punkt m an » so kann man nach dem Vorhergehenden 
zuerst eine der beiden Kräfte, z. B. P, in zwei rechtwinkliche Kräfte 
zerlegen, von welchen die eine in die Richtung von Q fällt. Man 
erhält so in der Richtung von Q die Kräfte 

Q und P cos (P,Q), 
welche sich zu einer Kraft Q + P cos (P, Q) zusammensetzen , und 
in der Richtung rechtwinklich zu Q die Kraft 

Psin(P,Q). 
Setzt man nun die beiden auf einander rechtwinklichen Kräfte 
Q -f- P cos (P, Q) und P sin (P, Q) 

zusammen, so erhält man, wenn man die geometrische Construction 
wählt, wie man leicht sieht, für die Resultirende de;: Grösse und 
Richtung nach die Diagonale des Parallelogramms , dessen in den 
Richtungen von P und Q liegende Seiten P und Q Längeneinheiten 
haben. Dieses Parallelogramm nennt ^m«n daher das Kräfte- 
parallelogramm. 

Durch Rechnung findet man 

R* = P*4-Q^-h2PQcos(P,Q) 

P_ 8in(R,Q) Q 8in(R,P) 

R'"sin(P,Qy R""sin(P,Q)' 

22. Soll eine Kraft R in zwei andere zerlegt werden, so ist 
diese Aufgabe gleichbedeutend mit der, ein Parallelogramm zu con- 
struiren, dessen Diagqpale gegeben ist. Man kann also hier noch 
die Stücke geben, welche das Parallelogramm oder das Dreieck be- 
stinunen, dessen eine Seite R gegeben ist. Die Trigonometrie zeigt, 
wie die Componenten , welche hier die beiden anderen Seiten des 
Dreiecks sind, und die Winkel zwischen ihnen und der Resultiren- 
den berechnet werdea 

23. Sollen die Kräfte P, Q, S, welche an einem Punkte wir- 
ken, zu einer Resultirenden zusammengesetzt werden , so setzt man 
zuerst naoh dem Satze vom Kräfteparallelogramm zwei dieser 
KrUte zusammen, und die Resultirende von diesen dann mit der ^ 
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dritten. Liegen die Kräfte nicht in einer Ebene, so erhält man 
darch die geometrische Constmction dieser Zusammensetzung die 
Diagonale des Parallelepipeds , das P, Q, S zu. Seiten hat; diese 
Diagonale gibt die Resnltirende nach Grösse und Richtung an. 

24. Sind die Kräfte P» Q, S rechtwinklich aufeinander und 
ist R ihre Resnltirende, so ist 

R' = P*-I-Q^ + S' 
und 

P = R cos (R,P); Q = R cos (R,Q); S = Rcos (S,R). 

Diese Gleichungen bestimmen die Grösse und Richtung der 
Resultirenden, oder umgekehrt die Componenten P, Q, S einer 
Kraft nach drei aufeinander rechtwinklichen Richtungen. 

25. Spricht man von der Componenten einer Kraft 
nach einer Richtung x, so setzt man dabei inmier voraus, dass 
die andere Componente in der Ebene der Kraft und der Richtung z 
liege und auf x rechtwinklich sei. 

Danach ist die Componente der Ejraft R nach der Richtung x 
gleich R cos (R,x). 

Die Kraft R bleibt hierbei inmier ohne Zeichen, der Winkel 
(R,x)ist aber der, welchen die in der Richtung von x gezogene Linie 
mit der Richtung der Kraft R bildet. Dieser Winkel liegt also 
zwischen O^und 180^ Ist (R,x) ein spitzer Winkel, so ist der Cosi- 
nus desselben positiv und also die Componente auch positiv; ist 
dagegen der Winkel (R,x) ein stumpfer, so wird die Componente 
negativ. Im ersten Falle liegt die Componente in der Richtung 
von X, im zweiten diesem entgegen. 

26. Sollen beliebig viele Kräfte, welche an einem Punkte wirr 
ken, zusammengesetzt werden, so kann diess dadurch geschehen, 
dass man erst zwei zusammensetzt; dann ihre Resnltirende mit der 
dritten Kraft u. s. f., bis man zur Resultirenden aller Kräfte konunt 

Rechnend verfahrt man gewöhnlich anders. Man zerlegt nach 
der vorstehenden Nummer alle Kräfte nach drei aufeinander recht- 
winklichen, übrigens aber beliebigen Richtungen; setzt dann alle 
Componenten in derselben Richtung zu einer Kraft zusammen, wo- 
durch man drei Kräfte erhält, die X, T, Z heissen mögen, welche 
nach den Richtungen x, y, z gehen, wenn sie positiv sind^ diesen 
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entgegen, wenn sie negativ sind. Die Resoltirende dieser drelEr&fte 
ist dann die Resoltirende aller Kräfte. 

IstP eine der gegebenen' Kräfte, so sind ihre Componenten 
nach z, 7, z ' 

P cos (P,x); P cos (P,y); P cos (P,z), 
also 

X = :?Pcos(P,x); Y = :?Pcos(P,y); Z = :?Pcos(P,z), 

wo unter J^P cos (P,x) die Summe der Componenten aller Kräfte nach 
der Richtung x verstanden ist, und die beiden andern Summen sich 
ebenso auf die Richtungen y und z beziehen. 

Die Resultirende und ihre Richtung ergibt sich nun aus 

R^ = X^4-Y^4-Z* 

X Y Z 

und cos(R,x) = jr-; cos(R,y) = jr- ; cos(R,z) = ^. 

Die Winkel sind zwischen und 180^ zu nehmen, und sind 
also spitz oder stumpf, je nachdem X, Y, Z positiv oder negativ 
sind; R hat kein Zeichen oder ist als positiv in Rechnung zu nehmen. 

27. Sind die Kräfte im Gleichgewichte , so muss ihre Resul- 
tirende Null werden, oder es muss 

= X^ + Y^ + Z' 
sein , was nur sein kann, wenn 

X = 0; Ti=0; Z = 
wird. 

Sollen alsoKräfte um ^inenPunkt im Gleichgewichte 
sein, so müssen die Summen ihrer Componenten nach 
drei auf einander rechtwinklichen Richtungen einzeln 
gleich'Null sein. 

28. Sezt man Kräfte P, Pi, Pj , welche an einem Punkte im 
Gleichgewichte sind, alle bis- auf eine, Z.B.P, zusammen, so erhält 
man statt aller Kräfte zwei, P und die Resultirende aller übrigen; 
welche R heissen mag. Da alle Kräfte im Gleichgewichte sind, so 
müssen auch P und R im Gleichgewichte sein. Zwei Kräfte kön- 
nen aber an einem Punkte nur dann im Gleichgewichte sein, wenn 
sie gleich und direct entgegengesetzt sind, weil man in jedem an- 
dern Falle durch das Kräfteparallelogramm oder nach dem Satze 
in (Nr. 21) eine Resultirende für diese beiden Kräfte erhält. 
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Bei Kräften, welche an einem Punkte im Gleichgewichte sind, 
ist daher jede Kraft gleich und direct entgegengesetzt der Resulti- 
renden aller andern, die Gegenresultirende aller andern Kräfte. 

29. Sind die Kräfte P, P^, P, an dem Punkte m im 

Gleichgewichte, sind x, y, z drei beliebige aber aufeinander recht- 
winkliche Richtungen, so ist nach dem Obigen 

:?Pcos (P,x) = 0; \2Pcos (P,y) = 0; :?Pcos (P,z) = 0, 
wenn die Summen auf alle Kräfte ausgedehnt werden. 

Hat nun der Angriffspunkt m einen geradlinigen Weg von der 
Länge s durchlaufen, welcher mit den Richtungen z, y, z, die Win- 
kel (s,x), (s,y), (s,z) bildet, und multiplicirt man obige Gleichun- 
gen der Reihe nach mit 

scos(s,x); scos(s,y); scos(s,z) 
und addirt dann alle drei Gleichungen zusammen, so erhält man 
2Fb [cos (P, x) cos(s, x) 4- cos(P, y) cos(s, y) -+• cos(P,z) cos(8, z)] = 
oder 2Pscos(P,s) = 0. 

scos(P,s) ist die Projection des Weges des Angriffspunktes m auf 
die Richtung derSjraftP; diese Projection nennt man den Weg der 
Kraft bei dieser Verschiebung s des Angriffspunktes. Die obige 
Summe enthält die Producte aus jeder einzelnen Kraft in die Pro- 
jection des Weges des Angriffspunktes auf diese Kraft oder die Pro- 
ducte aus jeder Kraft in ihren Weg. Das Product einer Kraft in 
ihren Weg nennt man in der Mechanik die Arbeit der Kraft 
während dieser Bewegung, und mit dieser Benennung lässt sich obi- 
ger Satz 60 aussprechen : 

Sind Kräfte an einem Punkte im Gleichgewicht^, so 
ist die Summe ihrer Arbeiten für jede beliebige gerad- 
linige Verschiebung des Angriffspunktes gleich Null. 

30. 'Die Arbeit einer Kraft P bei der Verschiebung s des An- 
griffspunktes ist nach der obigen Definition 

Pscos(P,s). 
Sie ist am grössten, wenn (P,s) = ist, wo die Verschiebung des 
Angriffspunktes in die Richtung der Kraft selbst fällt. Der Weg 
der Kraft ist hier s selbst 

Steht s rechtwinkuch auf der Richtung der Kraft, so ist 
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COS (P^s) = nnd damit der Weg der Kraft nnd ihre Arbeit gleich 
Null; sie nähert bei dieser Bewegong den angegriffenen Pankt ihrem 
Ziele nicht. 

Bildet s einen stumpfen Winkel mit P, so wird der Weg der 
Kraft negativ nnd die Arbeit ebenso negativ. 

Positiv ist die Arbeit immer, wenn die Projection der Verschie- 
bung des Angriffspunktes auf die Richtung der Kraft mit dieser in 
einerlei Richtung vom Angriffspunkte fällt, andernfalls ist die Arbeit 
negativ. . 

Der gewöhnliche Sprachgebrauch nennt die Erhebung eines 
Gewichtes auf eine Höhe eine geleistete Arbeit; diess ist für uns 
eine negative Arbeit. Sinkt dagegen etwa das Gewicht einer Uhr 
durch eine Höhe herunter, so wird der gewöhnliche Sprachgebrauch 
hier von einem Kraftaufwande reden, welcher zur Bewegung der ühr 
verwendet wurde; för uns haben wir hier eine positive Arbeit. 

31. Da man bei Kräften im Gleichgewichte immer eine Bjraft 
als die Gegenresultirende aller andern betrachten kann, und die 
Arbeit dieser Kraft von entgegengesetztem Zeichen mit der Arbeit 
der Resultirenden der übrigen Kräfte ist, so ist die Arbeit der 
Resultirenden mehrerer Kräfte für jede beliebige Ver- 
schiebung des' Angriffspunktes gleich der Summe der 
Arbeiten jeder einzelne^i Kraft. 

32. Ist die Summe der Arbeiten mehrerer an einem Punkte 
thätiger Ejräfte für eine bestimmte Verschiebung des Angriffspunk- 
tes gleich Null, so sind entweder die Kräfte im Gleichgewichte, oder 
sie haben eine Resultirende , deren Richtung auf der Verschiebung 
rechtwinklich steht. 

Ist die Summe der Arbeiten dieser Kräfte für zwei verschieden 
gerichtete Verschiebungen je gleich Null, so sind die Kräfte ent- 
weder im Gleichgewichte oder ihre Resultirende steht auf beiden 
Verschiebungen normal , also normal zur Ebene durch beide Ver- 
schiebungen. 

Sind endlich die Summen der Arbeiten für drei nicht 
in einer Ebene liegende Verschiebungen des Angriffs- 
punktes gleich Null, so sind die Kräfte im Gleichge- 
wichte. 
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Es ist das fiin anderer Aasdrack der oben schon anfgestellten 
Gleicbgewichtsbedingnngen. 

Geradlinige 9 veränderliche Bewe^ng. 
Phoronomie. 

33. Zar Eenntniss der Bewegung ist erforderlich angeben zu 
können , wo sich der bewegte Punkt zu jeder Zeit befindet. Diess 
ist der Fall, wenn man die gerade Linie kennt, in welcher sich der 
Punkt bewegt, und seinen Abstand zu jeder Zeit von einem gege- 
benen Punkte in dieser Linie. Das letzte fordert, dass man diesen 
Abstand als Funktion der Zeit angeben könne. 

34. Ist s der Abstand des bewegten Punktes von einem Fix- 
punkte seiner geradlinigen Bahn zur Zeit t; wächst dieser Abstand 
in der unendlich kleinen Zeit dt um ds, so ist der Weg des Punktes 
in dieser Zeit ds, und in der Zeiteinheit würde er, gleichförmig so 
bewegt, wie er $ich in der unendlich kleinen Zeit dt bewegt, den 
Weg ^ ' (j) 

durchlaufen. Diese Grösse nennt man die Geschwindigkeit des 
Punktes zur Zeit t. Sie ist positiv , wenn sich der Punkt in der 
Richtung des wachsenden positiven Abstandes bewegt, negativ, 
wenn er sich in der Richtung der negativen s bewegt. 
Ist z. B. gegeben 

s = a -h btj 
wo a und b constant sind, so ist die Geschwindigkeit 

^=dT = *^ 
constant; die Bewegung ist eine gleichförmige. 

Ist s = a-f•bt-^-ct^ 

so ist die Geschwindigkeit 

v = 4^ = b + 2ct. 
cit # 

Hier ist die Geschwindigkeit in jedem Zeitpunkte eine andere; 
die Bewegung ist eine veränderliche; und zwar nimmt die Ge- 
schwindigkeit in jeder Zeiteinheit um gleich viel, um 2c zu« Eine 
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solche Bewegung nennt man eine gleichförmig beschleunigte, 
und die Zunahme der Geschwii^digkeit in der Zeiteinheit die Be- 
schleunigung. 

Ist s = asinbt, 

und dabei wieder a und b constant, so ist die GeschwindigKeit zur 

Zeitt ds ,. ,. 

V = -7- = abcosbt. 
dt 

Die Geschwindigkeit ist anfanglich, d. h. f&r t = gleich ab 
und hat dabei ihren grössten Werth; sie wird mit der Zeit kleiner 
nndwirdfiir bt = -^ also für t=^ 

gleich Null; man sieht aus der Gleichung für s, dass zu dieser Zeit 
der Abstand a geworden und damit seinen grössten Werth erreicht 
hat. Für die nächstfolgende Zeit wird cos bt und damit v negativ, 
d. h. .der Punkt bewegt sich nicht mehr in der Richtung, in welcher 
s gemessen wird, sondern dieser entgegen gegen den Fixpunkt hin, 
von dem aus s gemessen wird. Dieser ist erreicht und s = 0, wenn 

TC 

bt = TT also bei t == -r-. 


Die Geschwindigkeit ist hier — ab und das ist im Sinne der 

Analysis ihr kleinster Werth, d.h. der Punkt bewegt sich jetzt am 

schnellsten in der Richtung der negativen s. Für 

bt = — odert = — 

wird der Abstand gleich — a, und die Geschwindigkeit Null; der 
Punkt ist jetzt am weitesten nach der Seite der negativen s ge- 
kommen und seine bis dahin negative Geschwindigkeit geht nun 
wieder in eine positive über. Für 

In 

bt = 27r oder t = -t— 


wird endlich wieder 

s = a und v = ab 

und alles wiederholt sich nun wie es von t = o an auf einander 

folgte. Dieses ist eine periodische Bewegung, eine Oscillation oder 

Schwingung um den Punkt s = 0; a heisst die Weite oder Ampli- 

tude der Oscillation und -r- ist die Dauer einer Oscillation oder 

b 

Doppelschwingung. 
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35. Ist die Geschwindigkeit v zur Zeit t als Fanktion von t 
gefunden, so erhält man ans 

ds 

dt^^ 



=/ 



vdt-hConst. 



Zur BestimmuDg der CoDstanten muss der Abstand für irgend 
eine Zeit gegeben sein. 

36. Gleichförmig beschleunigt heisst eine Bewegung, 
bei welcher die Geschwindigkeit in gleichen Zeiten um gleich viel 
wächst. Die Zunahme der Geschwindigkeit in der Zeiteinheit heisst 
hierbei die Beschleunigung. Die Beschleunigung kann positiv 
oder negativ sein. Haben Geschwindigkeit und Beschleunigung 
dasselbe Zeichen , so wird die Bewegung allmählig eine schnellere; 
haben beide verschiedene Zeichen, so wird die Bewegung langsamer, 
sie ist verzögert. 

Ist f die Beschleunigung, so nimmt die Geschwindigkeit in t 
Zeiteinheiten um f . t 

zu; ist die Geschwindigkeit zur Zeit gleich v^, so ist sie zur Zeit t 

V = Vo+ft. 

Ist 8 der Abstand des bewegten Punktes zur Zeit t von einem 

Fixpunkte in der Bahn, so ist 

ds 

■3— = V = Vq 4- f t und 

dt 

s = Vot + ^ft^ + a 

wo a eine Constante ist. 

Ist der Abstand s gleich Sq in dem Augenblicke, von dem an 

die Zeit gezählt wird, so muss s = Sg werden für t = 0; die obige 

Formel gibt damit 

So=a 

und daher vollständig bestimmt 

8=:So4-Vot + ift*. 

37. Geht cler Punkt von der Ruhe aus und zählt man den Ab-» 
stand von dem Ausgangspunkte an , so hat man sowohl Vq = als 
s^ = und dann ist 

v = ft, s = $ft'. (a) 

Holt^mann, theoret. Mechanik. 2 
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Es ist also die Gescbwindigkeit der Zeit proportional und der 
darchlaafene Weg dem Quadrate der Zeit Der Weg in der Zeit 1 
ist die halbe Bei^chleanigung , und am Ende der zweiten Zeiteinheit 
ist der durchlaufene Weg gleich der erlangten Geschwindigkeit. 

Eliminirt man aus beiden Gleichungen (a) die Beschleanigung, 
so erhält man das allen gleichförmig beschleunigten Bewegungen 
gemeinschaftliche Gesetz 

2s = vt. (b) 

Der vom Ruhepunkte an dnrchlaufene Weg ist die Hälfte des 
Wegs, welcher mit der am Ende erlangten Geschwindigkeit in der- 
selben Zeit gleichförmig durchlaufen würde. 

Oder auch: die mittleres Geschwindigkeit des beschleunigten 
Körpers ist die Hälfte der am Ende der Bewegung erlangten Ge- 
schwindigkeit. 

Eliminirt man aus den beiden Gleichungen (a) die Zeit t, so 
erhält man 



v=:V^2fs oders = — , ' (c) 

welche zeigen,, wie der durchlaufene Weg und die erlangte Ge- 
schwindigkeit zusammenhängen. 

38. Im Allgemeinen wird die Geschwindigkeit bei einer Be- 
wegung in jedem Augenblicke mit verschiedener Schnelligkeit wach- 
sen, also die Beschleunigung in jedem Augenblicke eine andere sein. 
Ist V die Geschwindigkeit zur Zeit t und wächst diese um dv in der 
unendlich kleinen Zeit dt, so würde die Geschwindigkeit in der 
Zeiteinheit um dv 

dt 
wachsen, wenn sie während dieser Zeit gleichförmig wachsen würde, 
wie sie in der Zeit dt wächst. Diese Grösse nennt man die Be- 
schleunigung zur Zeit t. Bezeichnet man diese Beschleunigung 
mit f, so ist c_^^_^^^ /o\ 

*~dt""dt^' ^^^ 

wenn nämlich noch s der Abstand des bewegten Punktes zur Zeit t 
von einem Fixpunkte seiner Bahn ist. 

Für das oben behandelte Beispiel einer oscillirenden Bewegung 
ist s = a sin bt und v == ab cos bt; 
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daraus ergibt sich die Beschleunigung 

f=: — ab* sinbt=— b's. 
Die Beschleunigung ist also hier dem Abstände proportional, 
aber entgegengesetzt, d,h. negativ, wenn der Abstand positiv i^t, 
und umgekehrt. Für den Anfangspunkt des Abständes ist die Be- 
schleunigung Null, d.h. die Geschwindigkeit ist hier nicht im Wach- 
sen öder Abnehmen, sondern sie geht aus dem Einen ins Andere 
über, sie ist, wenn der bewegte Punkt diese Stelle erreicht hat, ein 
Maximum oder ein Minimum, nämlich ± ab. So lange s positiv 
ist, ist die Beschleunigung negativ, d.h. die in der Richtung von s 
gehende Bewegung wird verzögert , dagegen beim Rückgang , wenn 
der Punkt dem s entgegen sich bewegt oder gegen die negativen. s 
hin, wird die Geschwindigkeit grösser. In der grössten Ausschrei- 
tung des bewegten Punktes, wenn s gleich a geworden ist, ist die 
Beschleunigung, am grössten, die Geschwindigkeit ist auf Null her- 
untergebracht und wird nun vermöge der negativen Beschleunigung 
negativ. 

39. Ist die Beschleunigung zur Zeit t gleich f , so ist 

dt 
nud daraus die Geschwindigkeit 

^f dt + Const. 



=/' 



Aus der Geschwindigkeit findet man den Abstand durch eine 
neue Integration nach t (Nr. 36), wobei eine zweite Constante bei- 
gefügt werden muss. Zur Bestimmung dieser beiden Constanten ' 
muss entweder die Geschwindigkeit zu einer bestimmten Zeit nnd 
der Abstand zu einer bestimmten Zeit, oder es müssen die Ab- 
stände zu zwei verschiedenen Zeiten bekamst sein, 

Ist z.B. gegeben f =ä ae*'* 

wo a und a constant und e die Basis der natürlichen Logarithmen 
ist, so erhält man nach einander 

au: 



2 « -T- et + d. 



wo c und d Constanten sind. Ist noch gegeben, dass die Geschwin- 
digkeit nnd dass der Abstand Null sein solleii für t= 0, so erhält 
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0= hc imdO = — »-frd, 

a a* 

woraus sich die vollständig bestimmten Lösungen der Bewegung 
v = -(e«* _ 1) und s = -^ (e«*^ «t- 1). 

40» Aus den Gleichungen 

dtf- ,. dv 
v=.-undf=- 

dv ds 
erhält man "^ TT ~ ^ä7 ^^^' v d v = f d s , (3) 

welche Gleichungen dann zur Bestimmung der Bewegung geschickt 
sind , wenn die Beschleunigung als Funktion der Geschwindigkeit 
oder als Funktion des Abstandes gegeben ist. 

Ist z.B. f= — a'v^ 

wo a eine reelle Constante ist, so gibt obige Gleichung 
V dv = — a'v'ds, woraus 

— = — a'ds und 

lnv= — a*s + c 
folgt, wobei c eine Constante ist. 

Ist die Geschwindigkeit v^ für s = 0, so wird 
lnVo = c, 

womit In— ^ = a*ß 

V 

wird. Hieraus sieht man , dass die Geschwindigkeit bei dieser Be- 
wegung immer abnimmt, dass sie aber erst Null wird, wenn s un- 
endlich gross geworden ist. 

Aus vorstehender Gleichung ergibt sich 
v = Voe— '•, 

ds 
was mit V = -77 

at 

dt = — e**ds und durch Integration 
t = -j — e* * -+• Const. gibt. 



a^v 
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Wird der Abstand s von dem Ponkte an gezählt, welchen der 
bewegte Pankt zar Zeit t = einnimmt, so hat man 

= -i h Const., und 

a'v^, 

t = -^(e^'"-l)oder 

ß = ~ln(a^Vot4-l). 
a 

Der Abstand wächst daher immerwährend mit der Zeit. '• 

Ist gegeben f = — a*s, 

wo \rieder a eine reelle Constante ist, so gibt die obige allgemeine 
Bewegnngsgleichnng 

vdv=:— a'sds. 

Das Integral dieser Gleichung ist 

v' — Vp'= — a's* oder v* = Vo' — a's', 
wo V gleich Vq für s = vorausgesetzt ist. Diese Gleichung zeig^, 
^dass Vq die grösste Geschwindigkeit ist , welche der Punkt erlangt» 
dass diese Geschwindigkeit für s ~ eintritt; dass die Geschwin- 
digkeit kleiner wird, wenn sich der Punkt nach der Seite der posi- 
tiven oder der negativen s hin bewegt, und dass die Geschwindigkeit 
Null wird für v« 

8=±f. 

welches die grösste Ausweichung des Punktes von s gleich Null 

nach der einen oder der andern Seite hin ist. 

ds 
Setzt man — für v,* so erhält man ans obiger Gleichung 
dt 

ds 



= dt 



Vvo'-a's' 

und — arc ( sin = — ) = t -h Const 

a V Vo y 

Zählt man die Zeit von da, wo s = ist, -so hat man die Gon^ 
staute gleich Null und 



arc 



(sin = — I = at oder s = — sin at. 
Vo^ a 



Diese Gleichung bestimmt eine periodische Bewegung, welche 
in Nr. 34 bereits Beispielweise betrachtet wurde. 
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Das letzte Beispiel hätte mao auch so bcliandelii kennen. Es 
ist gegeben 

Das allgemeine Integral dieser Gleichung ist 
8 = A sin a t + B cos a t , 
wo ein A und B willkührliche ConstaDten sind, 

Soll nun wie in der eben behandelten Betracbtung dieser Auf- 
gabe 8 = sein für t = 0, und dabei die Geschwindigkeit gleich v^^ 
so gibt die erste dieser Bedingungen ^ Bj womit 

ds 
s = A sin at und daraus ^— = v = Aä cos at 
dt 

Die letzte dieser Gleichungen gibt für t = 0; v^, = Aa, woraus A 

bestimmt wird. So erhält man 

s := — sm at 
a 

wie oben, als die Gleichung der Bewegung. 

Geradlinige, veränderliche Beweg^uo^, 
D/namiL 

41. Es wird hier immer vorausgesetzt, dags alle wirkenden 
Gräfte zu einer Resaltirenden zusammengesetzt seien , und man 
also immer nur eine Kraft zu beachten habe. Diese muss in der 
Richtung der bereits bestehenden Bewegung oder ihr direct ent- 
gegen liegen, wenn die Bewegung eine geradlinige werden soll. 

42. Die Erfahrung lehrt, dass derselbe Körper durch ver- 
schiedene Kräfte Beschleunigungen erlangt, welche diesen proportio- 
nal und von der bereits erlangten Geschwindigkeit unabhängig sind, 

43. Versctiedene Körper erlangen durch dieselbe Kraft ver- 
schiedene Beschleunigungen, wesshalb man ihnen verschiedene Men- 
gen träger Materie, verschiedene Massen zuschreibt 

Man nennt die Massen zweier Körper gleich ^ wenn diese Kör- 
per durch gleiche Kräfte gleiche Beschleunigungen erlangen. Ent- 
hahefi gleiche Volumen eines Körpers gleiche Massen, so heisst 
dieser Körper gleichartig dicht; ist dabei die Masse auch noch 
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durchaus' von derBelben Art, so heisist der Körper gleieha'rtig, 
homogen. Bei gleichartigen Körpern ist daher <fie Masse dem 
Volum proportional. 

44. Die Erfahrung lehrte dass alle schweren Körper sich selbst 
überlassen, gleich schnell fallen, also durch die Schwerkraft dieselbe 
Beschleunigung erhalten. Die Grösse der Kraft, mit welcher ein 
Körper durch die Schwerkraft vertikal abwärts gezogen wird, nennt 
man sein Gewicht. Körper von gleichem Gewichte erhalten beim 
freien Falle, d. h. bei Ausschluss jeder andern Kraft, gleiche Be- 
schleunigung; die Massen der Körper von gleichem Ge- 
wichte sind daher gleich gross. 

45. Als Masseneinheit nimmt man gewöhnlich die Masse 
Wasser von einer bestimmten Temperatur, welche die Volumenein- 
heit erfüllt. Die Masse, welche in einem Knbikcentimeter Wasser 
bei der Temperatur der grössten Dichte — nahe 4® C. — enthalten 
ist, heisst 1 Gramm; 1000 solche Massen ein Kilogramm, 500 
derselben ein Zollpfund (nämlich Pfund des deutschen Zollver- 
eins). Ein Kubikmeter t^asser von der Temperatur der grössteü 
Dichte des Wassers enthält die Masse lOüO Kilogramm. 

46. Die Beschleunigung ^ wird in dem gebrauchten Längen- 
maasse für die gewählte Zeiteinheit gemessen; für die letzte nimmt 
man gewöhnlich die Secunde der bürgerlichen oder mittleren 
Zeit; für die Masse ist soeben eine Maasseinheit aufgestellt worden; 
6s ist nun noch übrig, auch eine Einheit für die Kräfte aufeustellen, 
was bisher noch nicht geschehen ist. Wir nehmen diejenige 
Kraft als Einheit, welche der Masseneinbeit die Be- 
schleunigung Eins mittheilt, also z. B, die Kraft, welche der 
Masse 1 Kilogramm die Beschleunigung 1 Meter in einer Secunde 
mittheilt, oder für dasFuss- und Pfundmaass, welche der Masse ein 
Pfund, die Beschleunigung ein Fuss in einer Secunde mittheilt. 

47. Ertheilt die Kraft P der Masse m die Beschlennig&ng f ; 
denkt man sich eine zweite Masse m hinter die erste in der Rich- 
tung der Kraft P gestellt, und lässt auf diese eine zweite Kraft P 
einwirken, so wird auch diese Masse die Beschleonigung f etlaagen. 
Gehen also beide Massen zu gleicher Zeit von der Ruhe aus , so 
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werden beide immer zu gleicher Zeit dieselbe Gesd^hwindigkeit haben * 
und gleich weit gekommen sein , also immer unmittelbar hinterein* 
ander bleiben. Denkt man sich beide Massen zu einem Körper in 
dieser Lage vereinigt, so wird die Bewegung dieselbe bleibep. Die- 
ser Körper hat aber nun die Masse 2 m und auf ihn wirkt die Kraft 
2P, während die Beschleunigung f ist. Die zweifache Kraft er- 
theilt also der zweifachen Masse dieselbe Beschleunigung , welche 
die einfache Kraft der* einfachen Masse ertheilt. 

Auf gleiche Weise findet man, dass.der n fachen Masse m die 
n fache Kraft P dieselbe Beschleunigung ertheilt, welche die ein- 
fache Masse m durch die einfache Kraft P erhält; oder erhalten 
verschiedene Massen durch Kräfte dieselbe Beschleuni- 
gung, so verhalten siph die Kräfte wie die Massen. 

48. Der Masse 1 ertheilt die ^raft 1 die Beschleunigung 1 ; 
soll der Masse m die Beschleunigung 1 ertheilt werden , so bedarf 
man dazu einer Kraft gleich m Krafteinheiten, nach dem soeben 
aufgestellten Satze. 

Soll nun der Masse m die Beschleqnigung f ertheilt werden, 
so muss nach dem Erfahrungssatze (Nr. 42) auch die Kraft f mal 
grösser werden, also fm Krafteinheiten. 

Ertheilt die Kraft P Krafteinheiten einer Masse von m Mas- 
seneinheiten die Beschleunigung f Längeneinheiten, so ist 

P = mf (4) 

oder wie man sich gewöhnlich kürzer ausdrückt: die Kraft ist 
gleich der bewegtenMasse multiplicirt mit der Beschleu- 
nigung, welche die Masse durch jene Kraft erlangt. 

Man kann in obiger Gleichung f auch betrachten als die Kraft, 
welche auf jede Masseneinheit kommt. Diese nennt man oft die 
beschleunigende Kraft. 

49. Ist m^ die Masse eines schweren Körpers und g die Be- 
schleunigung, welche allen frei fallenden Körpern zukommt, welche 
man die Beschleunigung der Schwere nennt und allgemein mit 
g bezeichnet, so ist die Grösse der Schwerkraft, welche die Masse 
m^ abwärts treibt, das Gewicht der Masse m^ nach dem Satze 
der vorhergehenden Nummer gleich 
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SO. Sehr häufig gibt man die Grösse einer Kraft P nicht in 
den oben genommenen Erafteinheiten an, sondern man gibt die Grösse 
der schweren Masse m^ an , deren Gewicht der Kraft P gleich ist. 
Ist P = mf= m^g, so hat man 

P 

nnd man findet daher diese Masse immer, wenn man die in Kraft- 
einheiten ausgedrückte Kraft durch die Beschleunigung der Schwere 
dividirt. 

Die Beschleunigung der Schwere oder g ist etwas verschieden 
an verschiedenen Orten der Erdoberfläche. Für Deutschland kann 
man g = 9,81 Meter nehmen, wenn man die Secunde als Zeiteinheit 
nimmt. 

Demnach würde das Gewicht von 1 Kilogramm schwerer Masse 
1 X 9,81 = 9,81 Ejrafteinhßiten sein, wobei die Krafteinheit die ist, 
welche der Masse 1 Kilogramm die Beschleunigung 1 Meter m der 
Secunde ertheilt. 

Ertheilt eine Kraft der Masse 6 Kilogramm die Beschleunigung 

3^27, so ist diese Kraft gleich 6 X 3,27 = 19,62 Krafteinheiten 

19 62 
oder gleich dem Gewichte von -2~r= 2 'Kilogramm schwerer 

Masse. ' 

Nimmt man statt der Secunde etwa die Minute als Zeiteinheüi 
so ist g die Zunahme der Geschwindigkeit in 60 Secunden , wobei 
sich aber die Geschwindigkeit dann ebenfalls auf die Minute bezie- 
hen muss , also 60 mal so gross ist , als wenn man die Secunde als 
Zeiteinheit wählt. Bezeichnet man mit V, G und T Geschwindig- 
keit, Beschleunigung und Zeit, wenn die Minute als Zeiteinheit ge- 
wählt wird, mit v, g, t dasselbe für die Secunde als Zeiteinheit, so 
hat man, wenn ein fallender Körper zur Zeit Null von der Ruhe aus- 
geht V = GT und V = gt, 

was mit V = 60 v und T = ^tt 

bü 

gibt G = 60 ' . g = 36376 Meter. 

Die Fallhöhe ist (Nr. 37) 

h=:iGT» = igt^ 
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t 



51/ Der Satz (Nr. 38) gibt Ar die Masse m und die Kraft P 
oder durch Integration 



m^ = mf=P 
dt 



-mVo=yPdt, (6) 





wo Vg die Geschwindigkeit zur Zeit ist. 
I Dem häufig vorkommenden Prodacte aus der Masse in die 

Geschwindigkeit hat man den' Namen Grösse der Bewegung ge- 
geben; dem Producte Pdt geben wir den Namen Antrieb der 

t 

Kraft in der Zeit dt nnd nennen die Summe /Pdt den Antrieb 
der Kraft in der Zeit t. o 

Damit lässt sich der Satz (5) so aussprechen : 

Die Zunahme der Grösse derBewegung in einer Zeitt 
ist gleich dem Antriebe der Kraft in dieser Zeit. 

Ist die Kraft P constant, so wird der Antrieb während der 
Zeit t gleich Pt und daher 

mv — mvo =Pt. 

52. Der Satz (3, Nr. 40) gibt, wenn man mit der Masse m^ 
multiplicirt mvdv = mfds = Pds, 

jjtad durch Integration 

^mv*-imVo'=yPds, (6) 

■o 

wo Vp die Geschwindigkeit in dem Abstände s© ist Das Product 
Pds aus der Kraft in die in der Linie der Kraft liegende Verschie- 
bung des Angriffspunktes ds ist die Arbeit der Kraft für diese Ver- 
schiebung ds (Nr. 29), und das Integral rechts ist die Summe aller 
dieser Arbeiten auf dem Wege s— -Sq, auf welchem die Geschwindig- 
keit von Vo in v geändert wird. Wir nennen das Product aus der 
halben Masse in das Quadrat der Geschwindigkeit dieser Masse die 
lebendige Kraft dieser Masse. Mit dieser Benennung lässt sich 
obige Gleichung so aussprechen: Die Zunahme der lebendigen 
Kraft einer Masse auf einem gegebenen Wege ist gleich 
der Arbeit der Kraft auf diesem Wege. 
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Ißt die Kraft coustant, so wird obige Gleiebong 
^mv* — ^m Vo ' = P (s — So). 

Bemerkt n^uss hier werden, dasa viele Schriftsteller. das Pro- 
dact mv' die lebendige Kraft der Masse m nennen, wo dann die 
Zunahme der lebendigen Kraft gleich der zweifachen Arbeit der be- * 
wegenden Kraft ist. 

53. Ist die anfängliche, Geschwindigkeit der Masse m gleich 
Vo, wirkt die constante Kraft P der Bewegung entgegen, so ist die 
Arbeit dieser Kraft negativ, und die Geschwindigkeit nimmt ab. 
Ist der anfängliche Abstand s© = und wir4, wenn der Abstand s 
erreicht ist, die Geschwindigkeit gleich Null, so gibt der Satz 
über die lebendigen Kräfte 

— ^mVo'= —Ps oder |mv<,^ = Ps. 

Die Masse m mit der Geschwindigkeit v^, hat daher das Ver- 
mögen eine ihrer Bewegung entgegenwirkende Kraft P, einen Wi- 
derstand, durch einen Weg s fortzuführen, so dass die geleistete Ar- 
beit Pß demProducte ^mvo* gleich ist; daher der Name lebendiger 
Kraft. 

Wirkt umgekehrt eine Kraft P auf eine anfanglich in Buhe be- 
findliche Masse m, so wird sie dieser auf dem Wege s eine Ge- 
schwindigkeit V mittheilen, welche aus 

|mv*=Ps 
bestimmt ist. Hier wird die Arbeit der Kraft P auf dem Wege s 
dazu verwendet , der Masse m Geschwindigkeit mitzutheilen , in ihr 
lebendige Kraft anzusammeln, welche dann wieder vermag eine gleich 
grosse Arbeit zu leisten. 

Aufgaben über geradlinige Bewegung. 

a. Der freie Fall einer schweren Masse m. 

64. Die bewegende Kraft ist das Gewicht der Masse m, gleich . 
jng; diese Kraft geht vertical abwärts. Geht die Mäsl^ von der 
Buhe aus, so bewegt sie sich vertical abwärts , in welcher Richtung 
wir den zur Zeit t eireichten Abßtand fa von dem Außgangßpunkte 
der Masse an messen. Die Zeit zählen wir ebenso von dem Zeit- 
punkte an, in welchem sich die Majsse m bewegen anfängt Ist v 
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die Geschwindigkeit der «Masse zur Zeitt, so gibt der Satz vom 
Antriebe (Nr. 61) 

mv = mgt oder v = gt; / (a) 

DieBewegang ist eine gleichförmig beschleunigte mit der Beschleu- 
nigung g, unabhängig von der Grösse der Masse m (Nr. 44). 
Der Satz von der Arbeit gibt 

imv* = mgh oder v* = 2gh; (b) 

das Quadrat der Geschwindigkeit ist der Fallhöhe proportional, 
oder die Geschwindigkeit der Quadratwurzel aus der Fallhöhe. Eli- 
minirt man v aus (a) und (b), so erhält man 

h = igt', (c) 

Die Fallhöhe ist dem Quadrate der Fallzeit proportional , und 
in der ersten Zeiteinheit oder för t = 1 gleich der halben Beschleu- 
nigung. (Vergl. Nr. 37.) 

b. Der vertical aufwärts geworftoe schwere Körper. 

55. Ist m die Masse , so ist mg das Gewicht des Körpers. 
Misstman den Abstand h, welchen der Körper in der Zeit t erreicht, 
vom Ausgangspunkte vertical aufwärts» so ist die bewegende Kraft 
— mg, und wenn v die Geschwindigkeit des Körpers zur Zeit t ist, 
Vq aber die Geschwindigkeit im Ausgangspunkte zur Zeit t = 0, so 
ist nach dem Satze vom Antriebe 

mv — : mvo = -— mgt oder 
Vö— v = gt; v = Vo— gt (a) 

Der Satz von der Arbeit gibt 

^mv^ — ^mVo'= — mgh oder 

v^ = Vo'-2gh. (b) 

Die Geschwindigkeit wird kleiner, wenn der Körper höher kommt, 
und wird Null in der Höhe H, für welche 

Vo' = 2gfi (c) 

ist. 

SuiStituirt man diesen Ausdruck für v^ * in die Gleichung (b), 

so wird diese v ^ = 2 g (H — h). (d) 

Aus der Vergleichung dieser Formel mit der Gleichung (b) in 

der vorhergehenden Aufgabe sieht man , dass die Geschwindigkeit 

in jedem Punkte der Bahn dieselbe ist, welche ein frei von dem 
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höchsten Punkte der Bahn herabfallender Körper an dieser Stelle 
erreicht hat. Durch jeden Punkt seiner Bahn steigt der Körper 
zuerst mit dieser Geschwindigkeit aufwärts, erreicht den höchsten 
Punkt der Bahn, und fallt nun frei wieder zurück, und hat also, wenn 
er zum zweiten Male dieselbe Stelle passirt, wieder dieselbe Ge- 
schwindigkeit wie beim Aufsteigen, aber natürlich diessmal abwärts, 
oder V ist hier negativ. Kommt der Körper wieder zu der Aus- 
gangsstelle, so ist dort die Geschwindigkeit wieder die Anfangs- 
geschwindigkeit Vfl, aber abwärts, oder — Vq. Anfänglich hat der 
Körper die lebendige Ejraft 

JmVo* = 4m.2gH = mgH. . 
Er ist dadurch vermögend, sein eigenes Gewicht mg auf die Höhe 
H zu erheben oder die Arbeit mgH zu leisten. Oben ist die Ge- 
schwindigkeit Null, die lebendige Kraft des Körpers ist durch die 
Erhebung seines Gewichtes auf die Höhe H, durch die geleistete 
Arbeit mgH ganz aufgezehrt. Fällt er nun wieder abwärts, so wird 
auf die Beschleunigung des Körpers die Arbeit der Schwerkraft, sei- 
nes eigenen Gewichtes verwendet, und ist er durch die Höhe H her- 
abgesunken, so ist diese auf den Körper verwendete Arbeit mgH 
und diese gleich der in dem Körper angesanunelten lebendigen Kraft 

imvo*. 

c. Der Fall eines schweren Körpers in einem widerstehenden Mittel. 

56. Der Widerstand eines Mittels, in welchem sich ein Körper 
bewegt, hängt ab von der Form und Grösse dieses Körpers und von 
der Geschwindigkeit. Er ist Null, wenn die Geschwindigkeit Null 
ist, wächst immer mit dieser und würde unendlich gross werden, 
wenn die Geschwindigkeit diess werden könnte. Die Richtung des 
Widerstandes ist der Richtung der Bewegung entgegen. Wir be- 
zeichnen mit w den Widerstand des Mittels , dividirt durch die 
Masse m des bewegten Körpers, so dass dieser Widerstand mw ist. 
w ist dann eine Funktion der Geschwindigkeit v, welche mit v zu- 
gleich Null wird, und bis ins Unendliche mit v wächst* 

Zählt man die Zeit von dem Zeitpunkte , in welchem der Kör* 
per anfängt zu fallen, misst man den Abstand h, welchen der Kör- 
per in der Zeit t erreicht, von dem Ausgangspunkte des Körpers 
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an abwärts, und also ebenso die Geschwindigkeit v, so ist die be- 
wegende Kraft mg ■— mw. 
Damit gibt der Satz dem Antriebe 

mv = mgt — m/wdt oder 

v = gt— /wdt oder | 

dv = gdt-— wdt ) 

Da die Geschwindigkeit von Nnll ausgeht, so geht auch w da- 
von aus, und es ist also jedenfalls anfänglich w kleiner als g, die 
Zunahme der Geschwindigkeit positiv oder die Geschwindigkeit 
wächst, aber langsamer als beim freien Fall. 

Mit der, wachsenden Geschwindigkeit wächst auch der Wider- 
stand und damit 'W, die Zunahme der Geschwindigkeit oder genauer 
die Beschleunigung wird daher kleiner. Aber die Geschwindigkeit 
fahrt fort zu wachsen, und damit der Widerstand, bis endlich der 
Widerstand des Mittels dem Gewichte gleich geworden ist , oder 
w = g. Nun ist die Beschleunigung Null geworden, die Geschwin- 
digkeit bleibt dieselbe, damit auch der Widerstand, die beiden auf 
die Masse m wirkenden Kräfte mg und mw sind und bleiben im 
Gleichgewichte, der Körper bewegt sich nun gleichförmig mit der 
erlangten Geschwindigkeit fort. Diese Geschwindigkeit findet man 
mit der Gleichung g =^ w , 

wenn w als Function von v gegeben ist. 

Für die Projectile der Artillerie kann man nach den Beobach- 
tungen, welche in Metz angestellt wurde», den Widerstand der Luft 
gleich 

0,028 . TT r^v* (14- 0,0023 v) .g 
setzen, wenn r der Halbmesser der Kugel ist, und wie die Geschwin- 
digkeit V in Metern gemessen ist. Die Einheit der Kraft ist dabei 
diejenige, welche der Masse 1 ELilogramm die Beschleunigung 1 Me- 
ter in der Secunde ertheilt. 

Setzt man die Masse der Kugel gleich 
l^r.r'J, 
wo J die Masse in der Volumeneinheit, die mittlere Dichte der Ku- 
gel und, bei Hohlkugeln, ihres Inhaltes ist, wobei, falls das Mittel 
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auch scbwer ist, die Dichte dieBes Mittels abgezogen werden rnnss, 
was in der Hydrostatik erklärt wird, so liat man 

w = 0,021 . ^ (1+ a,0023 v) g 

und also fiir Bestimmang der Gränze der Geschwindigkeit, welcher 
sich die Bewegung nähert, und mit welcher sie endlich gleichförmig 
fortgeht v^ ( j ^ Q 3 ^^ ^ , 

' rJ^ . 

Man sieht, diese Endgeschwindigkeit wird um so grösser, je 
grösser der Halbmesser der Kugel und je dichter diese ist. Für 
eine Äwölfpfünder-Kugel ist r = 0,0591 und J = T200; damit wird 
obige Gleichung 

v'(l + 0,0023 v) = 20260. 

Setzt man hier zuerst 

v^ = 20260, 
so erhält man v = 142, wa6 zu gross ist. Damit wird 

0,0023 V » = 6586 , und v * = 20260 - 6586 = 1 3674. 
Daraus findet man einen zweiten Näherungswerth v = 117, welcher 
zu klein ist.' Durch weitere Fortsetzung dieser Rechnung findet 
man die Endgeschwindigkeit zwischen 125 und 126 Meter. 

Eine, wie die obige, gusseiserne Kugel von nur 1 Millimeter 
Durchmesser gibt dagegen die Endgeschwindigkeit nur 13 Meter 
ungefähr. 

Für so kleine, Geschwindigkeiten kann man 0,0023 v gegen 1 
vernachlässigen, und dann hat man die Endgeschwindigkeit gleich 



V, 



vJ 



0,021* 

Diese ist daher bei gleicher Dichte der Körper der Quadrat* 
Wurzel aus dem Halbmesser, und bei gleichem Halbmesser der Qua- 
dratwurzel aus der Dichte proportional. 

Bei der Bewegung in andern Mitteln , z. B. in Wasser , finden 
ähnliche Bechnungen statt, nur ist dort der Widerstand viel grösser, 
bei Wasser etwa SOOmal so gross als bei Luft. Hier werden also 
bei gleicher Grösse der Körper und bei gleicher Dichte die Endge- 
schwindigkeiten sehr viel kleiner. Man benützt diese Sätze beim 
Schlämmen, bei welchem man bei Körpern von einerlei Dichte die 
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von kleinerem Darchmesser von denen von grösserem Dnrclmiesser 
durch das Fallen in Wasser*^ oder einer andern Flüssigkeit trennt, 
und bei manchen Verfahrongsarten zur Aufbereitung der Erze, 
bei welchen man von verschiedenen. Körpern von möglichst glei- 
chem Korne oder Durchmesser die dichteren von den weniger dich- 
ten durch dieses Mittel sondert. 

57. Oben ist angenommen, der fallende Körper gehe von der 
Ruhe aus; wird er mit der Anfangsgeschwindigkeit Vq vertical ab 
wärts geworfen, so kann diese kleiner oder grösser sein als die oben 
bestimmte Endgeschwindigkeit; damit ist dann anch der Widerstand 
des Mittels kleiner oder grösser als das Gewicht des Körpers. Im 
ersten Falle wächst die Geschwindigkeit so lange, bis hierdurch der 
Widerstand des Mittels dem Gewichte des Körpers gleich geworden 
ist, was eintritt, wenn die oben bestimmte Endgeschwindigkeit er- 
reicht ist; im andern Falle nimmt die Geschwindigkeit und damit 
auch der Widerstand des Mittels ab, bis auch hier die Geschwindig- 
keit erreicht ist , för welche der Widerstand des Mittels dem Ge- 
wichte des Körpers gleich ist, also dieselbe Endgeschwindigkeit wie 
im ersten Falle. 

Setzt man , wie diess für nicht sehr grosse Geschwindigkeiten 
angenommen werden kann, 

. V» 

w = -^g, 

wo also a diese Endgeschwindigkeit ist, so gibt die Gleichung (a) 

dv ,^ 
72 = gdt, 

a' 

und a'ln = 2gt, 

a — V 

wozu keine Constante kommt, wenn für t=:0 auch v=:0 werden 
soll. Aus dieser Gleichung folgt 

2gt gt gt 

e»— 1 e»--e» 



v = ; 



' in 11 gt ' 

e » +1 ' e » 4-e » 



(b) 



Setzt man hier -3- für v, so erhält man die Fallhöhe in der Zeit t 
dt 
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g ^ 

wo die Constante bereits so bestimmt ist, dass h = wird für t=0. 
Ans den GleichungeD (b) und. (c) kami man t eliminiren , nm 
die erlangte Geschwindigkeit darcfa die Fallhöhe anszudrücken. 
Einfacher fahrt aber dazn der Satz von der Arbeit, welcher, wenn 
man mit der Masse dividirt, gibt 

vdv = gfl^— ,1 dh oder 
i^ = g dh und daraus 

— aM n Tl — ^^ = 2gh oder 

wozu keine Constante kommt, weil für v = auch h = wird. 

Die Gleichung (b) zeigt, dass die Endgeschwindigkeit y = a 
erst für t =: OD erreicht wird; dass die Geschwindigkeit sich dieser 
Grenze, wenn a nicht sehr gross ist, ausserordentlich schnell nähert, 

da e * dann gegen e * sehr bald sehr klein wird. Für ein sehr 
kleines a und ein nicht zu kleines t gibt die Gleichung (c) an- 
nähernd 

II 
a* , e a a* /"gt , _ V 

g 2 g Va J 

a* 
= at ln2, 

wo die Höhe gleichförmig mit der Zeit wächst. 

Für ein sehr grosses a oder überhaupt für kleine Werthe von 
gt 
^- kann man . obige Ausdrücke in Reihen nach Potenzen dieses 

a - 

Ausdrucks entwickeln , und erhält so 

-='*"(.-i(f)V^(f)'-...). 

Holtzmann, theoret. Mechanik. 3 
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Diese Ausdrücke kann man benützen , um die Abweichungen von 
der Geschwindigkeit und der Fallhöhe beim freien Fall für die ersten 
Zeiten zu berechnen. 

d. Der in einem widerstehenden Mittel vertieal aufwärts geworfene 

Körper. 
68. Misst man den Abstand vertieal aufwärts und von dem Punkte 
an, von welchem der Körper mit der anfänglichen Geschwindigkeit v^ 
zur Zeit vertieal aufwärts ausgeht, so ist die auf den Körper in 
dieser Richtung wirkende Kraft 

— mg — mWj 
und damit die Beschleunigung 

dv 

dt = ""S"-w. 

Diese Gleichung gilt, so lange der Körper aufwärts steigt, so wie 
er aber seinen höchsten Punkt erreicht hat, und wieder fallt, so 
wird, weil der Widerstand des Mittels der Bewegung immer entge- 
gengeht, die bewegende Kraft und die Beschleunigung 
— mg -+- mw hnd -— g 4- w. 
Die ersten beiden Gleichungen gelten daher nur Hlr die Be- 
wegung aufwärts. Setzt man, wie in der vorhergehenden Aufgabe 

v' 
w = ^g, 

so wird dv 

5 = — gdt, woraus 

V V 

a arc tan -^ -— a arc tan — = g t oder 
a a . 

tan ^^ = -4-^^ ^ und 

a a*-r-VoV 

VftCOs^ asm^- 

v = a -• (a) 

. gt . gt ^ ^ 

Vosm^— H-acos^— 

dh 
Aus V = -^ erhält man die Höhe, welche der Körper zur Zeit t er- 

, reicht hat h = a In [cos^ + ^sin^j , (b) 

wo die Constante so bestimmt ist, dass h = wird für t = 0. 



Aufgaben über geradlinige Bewegung. 3 5 

brt zu 
,=:-gdh, 



Der Satz von der Arbeit fuhrt zu 
vdv 



woraus man nach Bestimmung der Integrationsconstante durch 
V = Vo för ^ = findet 

^''°T«^V = 2gh. (c) 

Aus der letzten Gleichung erhält man für v = die grösste 
Höhe, welche der Körper erreicht, 

a\ a' + Vo' ,,v 

was für ein gegen v^ sehr grosses a nahe 

V ' 

'2g 
wird, wie sie ohne widerstehendes Mittel wurde. Bei dem auf das 
Aufsteigen folgenden Fallen des Körpers erreicht er, wenn er durch 
die Höhe h^ gefallen ist, eine Geschwindigkeit v , welche durch die 
Gleichung (d) der vorhergehenden Aufgabe 

a* 



aMn^Tirr, = 2gh, 

gegeben ist. Aus dieser Gleichung und (d) in dieser Aufgabe findet 
man a'+Vo' _ . a^ 

a^ a — V* 

Die beim Herabfallen von der Höhe h^ erlangte Geschwindig- 
keit ist daher kleiner als die Anfangsgeschwindigkeit v^ , und zwar 

nm so mehr, je grösser — ^ ist. Für ein unendlich grosses a wird 

2 2 * 

Die Zeit tj , welche der Körper braucht , um auf die Höhe h^ 
aufzusteigen, findet man aus (a), indem man dort v = setzt, durch 

tan^ = ^ odert, =-arctan^. (e) 

a a g a ^ ^ 

Diese Zeit ist kleiner als die, welche der Körper zum Herab- 
fallen von der Höhe hj braucht, weil die Geschwindigkeiten auf- 
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wärts grösser sind als die beim Herabfallen. Man erhält nämlich, 
wenn man die Gleichung (c) von (d) abzieht, für das Aufsteigen 

2g(h, -h) = aMn=-^. 
a 

woraus man 2ur Vergleichung der Geschwindigkeit v^, welche in 

derselben Höhe beim Herabfallen erreicht wird, wie oben hat 

• a'v» 



es ist also Vi in jeder Höhe immer kleiner als die Geschwindigkeit 
beim Aufsteigen durch diese Höhe. 

Für die ganze Zeit, welche vom Abgange bis zur Rückkehr 
verfliesst, hat man aus (e) und der vorhergehenden Aufgabe 

^"71*^^ T" 1 ^J' ^^ 

für ein nicht widerstehendes Mittel wird a unendlich gross, und da- 
für geht die Formel in 

2v^ 
g 
über, wie sie aus der gleichförmig beschleunigten Bewegung folgt. 



t,= 



Bestimmujig der Kraft ans der Bewegung. 

59. Ist die Bewegung eine bekannte und die Masse des be- 
wegten Körpers gegeben, gleich m , so ist die bewegende Kraft mit 
den früher gebrauchten Bezeichnungen 

« dv d*s 

a. Bei Morin's Versuchen über die Reibung wurde eine 
schwere Masse m über eine horizontale Bahn durch eine zweite 
schwere Masse m^ fortgezogen, welche vertical abwärts an einem 
Seile hing, das über eine Rolle mit der ersten Masse verbunden 
war , so dass beide Massen dieselbe Bewegung annehmen mussten. 
Diese Bewegung wurde als eine gleichförmig beschleunigte erkannt. 
Wie gross war hier die der Bewegung der Massen entgegenwirkende 
Reibung? 

Bezeichnet man diese mit R, so ist die bewegende Kraft hier 
mig — R, 
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und ist f die beobachtete Beschleanignng, so ist, weil m + m^ die 
bewegte Masse ist, wenn man von den Massen des Seils and der 
Rolle absieht 

m^ g — R = (m + nij) f, woraus 
R = nit g — (m -+- mj f. 

b. Die Engel eines ZwdlQ)fanders erhält beim gewöhnlichen 
Schusse eine Geschwindigkeit von 488 Meter; die Länge des Wegs 
der Kugel ist hierbei die Länge der Seele des Rohrs weniger der 
Länge der Pulverladung und des Halbmessers der Kugel, welches 
1 "8944 beträgt. Die Masse der Kugel ist 6,08 Kilogramm. Wie 
gross ist die mittlere Kraft oder die constante Kraft, welche auf 
diesem Wege dieser Kugel obige Geschwindigkeit mittheilt? 

Der Satz über die Arbeit gibt, wenn P die bewegende Kraft ist 

P X 1>8944 = J X 6,08 X (488) \ woraus 

P = 382200 Krafteinheiten oder gleich dem Gewichte von 

382300 

— — — = 38960 Kilogramm schwerer Masse. 

c. Wie gross ist die Kraft, welche der Masse m die Ge- 
schwindigkeit _^ a* 

s 
mittheilt, wo a constant und s der Abstand ist? 
Man hat die Beschleunigung 

dv__ ^ a' ds_ a* a* 

dt """s^^dt""""!^ 
und die bewegende Kraft 



•7^-^ 



P=-m^ 



s»' 



Die bewegende Kraft ist somit umgekehrt proportional der 
dritten Potenz des Abstandes und immer gegen den Anfangspunkt 
von s gerichtet, oder eine anziehende gegen diesen Punkt. 

d. Ist gegeben 

und dabei a und b positiv, so erhält man 
ds . a dv 
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dv b b» b» 

dt a a a' 

und die bewegende Kraft bei der Masse m 

^ b b' b' 

P= — ra— v= — m hm— jS. 

a a a. 

Diese Kraft ist daher ein Widerstand gegen die Bewegung, 
welcher der Geschwindigkeit proportional ist, oder sie besteht ans 
einem constanten Theile , welcher dem Abstände entgegengerichtet 
ist, und einem veränderlichen Theile , welcher in der Richtung des 
Abstandes wirkt und diesem proportional ist. Aus dem ersten Aus> 
drucke geht hervor, das& die als anfänglich positiv angenommene 
Geschwindigkeit abnimmt, und dass wenn sie Null geworden ist, 
auch die Kraft Null geworden .ist. Der Körper bleibt daher von 
dort an in Ruhe. Diess findet statt, wenn der Abstand gleich a 
geworden ist Die Gleichungen gelten daher nur für positive v. 

Aus der Gleichung 

V = — ~ -j- erhalt man 
b dt 

b V 

wo V gleich v^ gesetzt ist für t=^0; aus ihr sieht man, dass die 
Geschwindigkeit Null und damit Ruhe erst in unendlicher Zeit er- 
reicht wird. 



Knimmlini^e Bewe^n^. Phoronomie. 

60. Misst man den Abstand des bewegten Punktes zur Zeit t 
auf der krummlinigen Bahn von einem Punkte dieser Bahn, und ist 
dieser Abstand gleich s; bewegt sich der Punkt in der darauffol- 
genden unendlich kleinen Zeit dt durch das Element- der Bahn ds, 
so gibt diese Bewegung für die Zeiteinheit den gleichförmig durch- 
laufenen Weg 

ds 

d^ = ^' 

welcher einen Begriff gibt, wie schnell in dem Augenblicke dt der 



J 
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Pankt sich bewegt, und welchen man wie früher die Geschwindig- 
keit des. Punktes znr Zeit t nennt. Die Richtung der Geschwindig- 
keit ist die Richtung des Elementes ds, das heisst,,die Richtung 
der Tangente an die Bahn an der betrachteten Stelle nach der Seite 
hin, nach welcher die Bewegung erfolgt. 

61. Für die Rechnung ist es meist bequemer, die jeweilige 
Lage des Punktes durch seine Coordinaten zu bestimmen. Sind x, 
y, z die rechtwinklichen Coordinaten des bewegten Punktes zur Zeit 
t, so ist die Bewegung vollständig bekannt, wenn- man x, y, z als 
Functionen der Zeit kennt« 

Beispiel a. Ist x = a; y = b H- et und z = 0, so ist die Be- 
wegung eine geradlinige, zur y Äxe parallele, in der x, y Ebene von 
der Axe y um a wegliegende. Sie ist gleichförmig und die mit der 
y Axe parallele Geschwindigkeit gleich c. 

b. Ist X = at; y = b H- et und z = 0, so geschieht die Bewe- 
gung in der X, y EbenB. Man findet die Gleichung der Bahn, wenn 
man t aus den beiden ersten Gleichungen eliminirt, 

y = b + -x. 
. a . 

Die Bewegung ist eine geradlinige» 

c. Ist X = at*; y == b -I- et, und z = 0; so ist die Bahn eine 
ebene in der Ebene x, y liegende und ihre Gleichung 

a 
Die Bahn ist eine Parabel, deren Axe der x Axe parallel ist, 
und von der x Axe um b wegliegt; der Scheitel liegt in der y Axe. 

t 

d. Ist x = at; y = bsin27r— und z = 0; so liegt die 

Bahn in der x, y Ebene; ihre Gleichung ist 
y = bsm27r — . 

e. Ist x = asin2w— ; y = bsin(27r /9)undz = 0; 

so ist die Bahn eben und liegt in der x, y Ebene. Durch Elimina- 
tion der Zeit t findet man die Gleichung der Bahn 
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X* 2xy ^ y' 

-5 rf COS/9 + ^r-. 

a* ab b' 



cos /? + ^ = sin ß\ 



welches die Gleichung einer Ellipse ist, deren Mittelpunkt im An- 
fange der Goordinaten liegt. 

Die Neigung der Axen gegen die x Axe ist gegeben durch 

/ « 2ab 

tan 2 a = -5 r« cos ß 

a*— b* 

oder wenn man b ^ 

— = tan tp setzt 
a ^ 

tan 2 a = tan 2 9) cos/?, 

woraus man zwei um 90^ auseinander liegende Werthe von et 

erhält. 

Die Axen selbst sind die beiden Werthe von r, welche für 

diese Werthe von a die Gleichung 

2__ a'sin/9*tany* 

tan y ' cos a' — tan sin 2 a cos j^ -♦- sin a ' 

gibt. 

Die Ellipse wird in der Zeit t durchlaufen , weil nach dieser 

Zeit X und 7 wieder dieselben Werthe haben. 

Ist /?=: 0, so geht die Ellipse in die gerade Linie 

b , 
y = — = X tan cp 
•^ a ^ 



über; die Amplitude der Oscillation ist Va'H-b*= . 

cosy 

Ist dagegen /?= tt, so geht die Ellipse in die gerade Linie 

y= x= — tany 

über, die Amplitude bleibt dieselbe. 

Ist sin /?' = 1 , und b = a, so geht die Ellipse in einen Kreis 
vom Halbmesser a über. 

f. Ist x = asin 2 TT— ; y:=acos27r-; z = bt, so ist die 

Gleichung der Projection auf die x, y Ebene eine Kreislinie vom 
Halbmesser a, nämlich 
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während z proportional mit der Zeit wächst. Die Bahn des Punktes 
ist eine Schraubenlinie, da der Kreis, die Projection in der x, y 
Ebene, ebenfalls proportional mit der Zeit oder gleichförmig durch- 
laufen wird. 

62. Ist X der Abstand der Projection des bewegten Punktes 
auf die x Axe von dem Anfange der Coordinaten zur Zeit t, so ist 

— die Geschwindigkeit, mit welcher diese Projection die x Axe 

durchläuft. Man nennt diese die Seitengeschwindigkeit des 
bewegten Punktes in der Richtung x, oder auch nur die Ge- 
Sjchwindigkeit in der Richtung X. 

Sind y und z die beiden andern der rechtwinklichen Coordina- 
ten des bewegten Punktes zur Zeit t, so sind ebenso 

dy j dz 

die Geschwindigkeiten des Punktes nach den Richtungen y und 

z zur Zeit t. 

Nun ist, wenn ds, dx, dy, d^ die zu der Aenderung der Zeit 

um dt gehörigen Aenderungen des Abstandes des Punktes auf der 

Bahn selbst gemessen und seiner Coordinaten sind, so ist 

dx = dscos(ds,x); dy = dscos(ds,y); dz = dscos(ds,z) 

was durch d t dividirt, mit der Bezeichnung y der Geschwindigkeit, 

und weil v in der Richtung ds liegt 

dx • \ dy , . dz , . ,>_>. 

— = vcos(v,x); ~= vcos(v,y); — = vcos(v,z) (7) 

gibt. 

Die Seitengeschwindigkeit nach irgend einer Rich- 
tung ist die Projection der Ges>chwindigkeit auf diese 
Richtung. Dabei hat v kein Zeichen oder wird immer als positiv 
behandelt, während der Winkel von v mit irgend einer Richtung, 
z. B. X von der Seite der positiven x bis zu v gemessen, zwischen 
und 180^ liegt, und daher die Seitengeschwindigkeit nach x posi- 
tiv oder negativ ist, je nachdem v, x ein spitzer oder ein stumpfer 
Winkel ist. Im ersten Falle ist diese Geschwindigkeit nach der 
Seite der positiven x , im andern nach der Seite dfer negativen x 
gerichtet. 
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Qnadrirt man die drei obigen Gleichnngen und addirt sie, so 
erhält man 

"=CäT)"-(rO'-(rO' ('•> 

Als geometrische Gonstmction ergibt sich aus diesen Formeln, 
dass man die Geschwindigkeit v nach Grösse und Richtung gleich 
der Diagonale des Parallelepipeds hat, welches die drei aufeinander 
rechtwinklichen Seitengeschwindigkeiten 
dx dy j dz 

ZU Seiten hat. Mann nennt die Geschwindigkeit auch cRe Resul- 
tirende dieser Seitengeschwindigkeiten. Für die Beispiele der vor- 
hergehenden Nummer erhält man hiernach : 

a. Hier ist dx ^ dy dz ^ 

daraus v*= c' 

und (v,x) = 90"; (v,^y) = und (v,z) = 90% d. h. 

die Geschwindigkeit geht nach der Seite der positiven y, wobei 
vorausgesezt ist, dass c positiv ist Ist aber c negativ, so wird 
(v,y) = 180® und die Geschwindigkeit geht nach der Seite der ne- 
gativen y. 

b. Es ist dx _ dy __ dz _^ 

dr"~**dt~''^dt^" 

v*=:a'-i-c' 
und 

cos(v,x)= -— ^t==;cos(v,y) = — ^^ cos(v,z)=0. 

+ Va* + c* -t-ya*-f-c' 

c. Hier ist dx «^dy dz ^ 

- = 2at;- = c;-=0, 

v*=:c'*4'4aH' 
2at 



und cos(v,x) = 



cos (v,y) = ^ ^ --^ ; cos (v, z) = 0: 
Die Geschwindigkeit ist also mit der Zeit veränderlieh; sie 



j 



i 
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bildet mit der z Axe einen rechten Winkel, liegt also in der x, y 
Ebene, in welcher ihre mit der Zeit veränderliche Richtung durch 
die Winkel (v, x) und (v^y) Tollständig bestimmt ist, aus welchen 

tan(v,i)=: ± 



2at 

Die letzte Gleichung lässt aber iq Unkenntnisse in welcher 
Richtung die dnroh sie gegebene Linie durchlaufen wird. Diese 
hebt sich aber durch die Betrachtung des Zeichens von cos (v, x) 
oder von cos (v, y). 

Ist z. B. a positiv, so weiss man, dass die Projection in der x 
Axe nach der Seite der positiven x fortschreitet, oder dass (v, x) 
ein spitzer Winkel ist, wonach das Zeichen in obiger Gleichung zo 
nehmen ist, welches c hat. Ist dieses positiv., so gilt das obere, 
ist c negativ das untere Zeichen, so dass tan (v, x) immer positiv 
wird , wie es fiir einen spitzen Winkel sein muss. 

d. Die Seitengeschwindigkeiten. sind 

dx dy 27rb _ t dz . 

TT = a;-4 = cos27r-; TT = 0. . 

dt dt r r dt 



^ =»'-*- — ^(cos2«r-J; 



27rbcos 27r — 
cos (v, x) = — ; cos (v, y) = ; cos (v, z) = 0. 

Ist a positiv, so ist (v,x) immer ein spizter Winkel, welcher 
da V immer zwischen 

aundya^ + ^^' liegt, 
zwischen und dem durch cos (v x) 



bestimmten liegt. Der Punkt bewegt &ich daher am langsamsten, 

mit der Gesckwindigkeit a, wenn er parallel der Axe x geht; seine 

grösste Geschwindigkeit hat er zugleich mit der grössten Neigung 

seiner Bahn gegen die x Axe. 

e. Hier sind die Seitengeschwindigkeiten in der (x, y) Ebene 

dx 27ra ^ t ,dy 27i:b .. t ^. 

__ = ^cos27r — undT^=;= cos (2 7C ß) - 

dt V z Qt T ^r 
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Diese ISeitengeschwindigkeiten durch v dividirt geben die Co- 
sinus der Winkel (v, x) und (v, y). Nimmt man nun an, a und 
b seien positiv, so wird für ein sehr kleines t, oder für den Anfang 
cos (y, x) positiv oder v, x ein spitzer Winkel. Liegt ß zwischen 
und TT, so wiiHl der anfängliche Werth von y negativ und der be- 
wegte Punkt durchläuft da^er seine elliptische Bahn von der Seite 
der negativen y nach der Seite der positiven x, oder von diesen zu 
den positiven y. 

Liegt dagegen /? zwischen TT und 2^, so ist der anßUigliche 
Werth von y positiv, und die Bahn wird in der Richtung von den 
positiven y zu den positiven x durchlaufen, atoo der ersten Richtung 
entgegen, 

Ist-a = b und sin^' = 1, so wird die Bahn ein Kreis, dieser 

wird in der Richtung x, y durchlaufen, wenn/? = — ist, dagegen in 

7t 

der Richtung y, x, wenn /9==3 — ist. Die Geschwindigkeit v ist hier- 

2i7t2L ^ 

bei = , die Bewegung eine gleichfftrmige. 

Ist /? == oder tt, so wird die Bahn eine Gerade, welche durch 
den Anfang der Goordinaten geht. Beidemal ist die anfängliche 
Geschwindigkeit so gerichtet, dass die Projection auf die x Axe 
nach deren positiven Seite hingeht 

f. Hier sind die Seitengeschwindigkeiten 

dx 27ra ^ t dy 2m. . « t dz , 

— = cos27ir-;-r-= — sm27r-; TT=b, 

dt % rat T rdt 

woraus die Geschwindigkeit 

wird. Die Bewegung i^t also eine gleichförmige, cos (v, z) wird 

— , also constant, die Neigung der Bahn gegen die z Axe ist also 

ebenso in allen Punkten der Bahn dieselbe. 

63. Projicirt man den bewegten Punkt parallel zu drei schie- 
fen Coordinatenaxen Ax, Ay, Az auf diese, und nennt man die 
hierdurch erhaltenen Abstände von A auf diesen A^en x, y, z zur 
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Zeit t; dorchlänft der bewegte Pankt in der unendlich kleinen 
Zeit dt den Weg ds, und sind dx, dy, dz die schiefen Projec- 
tionen von ds auf die drei Axen Ax, Ay, Az, so nennt man auch 
dieses 

dx dy dz 

d^'dt'dt 

ds 
die drei Seitengeschwindigkeiten der Geschwindigkeit — nach die- 
sen drei schiefen Richtungen. 

Aus dieser Definition geht unmittelbar hervor, dass man auch 
ans diesen drei Seitengeschwindigkeiten die Geschwindigkeit selbst 
nach Grösse und Richtung erhält, wenn man über diesen drei Sei- 
tengeschwindigkeiten, diese nach ihren Richtungen an dem Ort des 
bewegten Punktes aufgetragen , ein Parallelepiped beschreibt, und 
die Diagonale zieht ^ welche von dem bewegten Punkte ausgeht. 
Man sagt hier, man habe die drei Seitengeschwindigkeiten zu ihrer 
Resultirenden zusammengesetzt. 

Ist die Rede von der Geschwindigkeit nach einer Richtung n 
ohne weiteren Zusatz, so versteht man darunter immer die Ge- 
schwindigkeit der rechtwinklichen Projection des bewegten Punktes 
aufn. 

64. Unter der Beschleunigung eines bewegten Punktes nach 
einer Richtung x versteht man die Beschleunigung der rechtwink- 
lichen Projection des bewegten Punktes auf die Richtung x. Ist x 
der Abstand dieser Projection von einem bestinunten Punkte in der 
Richtung x, zur Zeit t, so ist 

d^ 
dt' 

die Beschleunigung des bewegten Punktes nach dieser Richtung zur 
Zeit t. 

65. Wir stellen uns die Aufgabe, die Beschleunigung eines 
Punktes nach einer gegebenen Richtung n zu bestimmen, wenn die 
Beschleunigungen desselben Punktes nach drei aufeinander recht- 
winklichen Coordinatenaxen Äx, Ay, Az gegeben sind. 

Sind zur Zeit t die Coordinaten des bewegten Punktes x, y, z, 
so ist der Abstand der Projection des Punktes auf n von einer 
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durch den Anfang der Coordinaten rechtwinklich auf n gelegten 
Ebene 

n=x cos (n, %)-h y cos (n, y) H- z cos (n, z) ; 

daraus erhält man die Beschleunigung in der Richtung n gleich 

d*n d'x , . d'y . ., d'z . . 
dp ^ dl* ^^® ^^' ^^ "^ d^ ^^^ ^"' ''^^"^ dt"' ^^® ^°' ^^' 

Dieser Ausdruck lässt sich auf eine einfache Form bringen, 
wenn man mit Hilfe der Gleichungen. 

^ = f cos (f. x) ; g.= f cos (f,7) ; ^, = f cos ((,z). 



aus welchen 



folgt, die Linie f nach Richtung und Länge construirt, was, wie 
man sieht, darauf hinaus konnut, die drei Beschleunigungen nach x, 
y, z an dem Orte des bewegten Punktes nach ihren Richtungen auf- 
zutragen, ein Parallelepiped über diesen drei Linien zu beschreiben 
und die Diagonale von dem Orte des bewegten Punktes aus zu ziehen. 
Diese ist f nach Grösse und Richtung. 

Setzt man die durch f ausgedrückten Werthe der Beschleuni- 
gungen nach den drei Coordinaten-Axen in den Ausdruck für die 
Beschleunigung nach n , so wird dieser 

d'n 

--— = f [cos (f,x) cos (n,x) + cos (f,y) cos (n,y) -f- cos (f, z) cos (n,z)] 

Q L 

= fcos(f,n). (8) 

Die Beschleunigung nach irgend einer Richtung n ist daher die 
Projection des oben construirten f auf diese Richtung. Daraus 
folgt, dass die Beschleunigung in der Richtung f ein Maximum ist, 
dass die Beschleunigung nach jeder andern Richtung kleiner ist, 
dass sie für jede Richtung, welche rechtwinklich auf f ist, Null ist, 
und positiv für jede, welche mit f einen spitzen, negativ für jede 
Richtung, welche mit f einen stumpfen Winkel bildet. Diess zeigt 
zugleich, dass f nach Grösse und Richtung von der Wahl der Coor- 
dinatenaxen unabhängig ist. 

Wir nennen f die Beschleunigung der Bewegung im Ge- 
gensatze ^ur Beschleunigung nach einer bestimmten Rieh- 
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tüDg, welche gleich der Projection der Beschleunigang 
der Bewegung auf diese Richtung ist 

66. Bestimmung der Beschleunigung für einige Bewe- 
gungen. Beispiel c in Nro. 57. Die Bewegung geschieht in der x, y 

Ebene und es ist x 2 . j u . ^ 

X = at* und y = b -h ct. 

Damit erhält man d*x ^ , d'y 

^=2aund-'5=0. 

Es ist also die Beschleunigung constant, f = 2a und geht pa- 
rallel mit der x Axe. Der Winkel, welchen die Geschwindigkeit 
mit der x Axe bildet, ist gegeben durch (Nro. 62 c) 
. . 2at 

cos (V, X) = ^^. r~ ^ 

,. ^ Vc'-h4a»t» 
woraus die Beschleunigung in der Richtung von v oder in der Tan- 
gente an die Bahn 

f cos (v, f) = f cos (v, x)= ,, ^^'^ = , ^^' . V^. 

^ ^ ^ ^ Vc--h4a't* VTN^ax ^ a* 

sich ergibt, welche also veränderlich ist, und keineswegs gleich f, \ 

wie man etwa glauben möchte. 

Die Beschleunigung rechtwinklich auf die Bahn findet man 

^ . / V 4ac 4ac 

f am (v y) z= = — 

^ Vc' + 4an* Vc^ + 4ax* 
Beispiel e in Mro. 62.. 
Hier ist 

x = asin2?r-; y = bsinr27r~ — /9J; z= 0; 

daraus d*x 47r' . ^ t 47r' , ^ 

= Y a sm 2 TT — = — TT" X ^^^ ebenso 



dt? % 



% % 



d^__47F^ d*z 
dt»"" r'^^dT^^^* 
Daraus erhält man mit x'H-y* = r» 

X V 

cos(f,x)= ; cos(f,y) = --^. 



\ 
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Die Richtung von f geht daher von dem bewegten Pnnkte 
durch den Anfangspunkt der Goordinaten, und die Beschleunigung 
ist der Entfernung des bewegten Punktes von diesem Anfangs- 
punkte proportional. 

Beispiel f. in Nro. 61. Hier erhält man 

d'x 47r' d'y 4n^ ^ d'z ^ 

dP = --"7^^' dP = — ^y'^'^^ d^ = ^^ 
woraus die Beschleunigung f wie in dem letzten Beispiele folgt; sie 
geht hier der x, y Ebene parallel durch die z Axe. 

Der Winkel der Beschleunigung mit der Bahn ist immer ein 
Rechter; die Beschleunigung nach der Tangente an die Bahn ist da- 
her hier immer gleich Null, und das Maximum der Beschleunigung 
nach irgend einer Richtung liegt immer rechwinklich auf die Bahn. 

67. Man kann die Beschleunigung nach einer bestimmten 
Richtung n auch durch die Geschwindigkeit v und den Winkel v^ n 
ausdrücken. Es ist die Geschwindigkeit in der Richtung n gleich 

• V cos (v, n) 
und daraus die Beschleunigung in dieser Richtung 

c /p \ d[vcos(v,n)] 
f cos (f, n) = -^ — ^ ^ = 

dv , . . , .d(v,n) 

'= j^^o» (v» n) — V sm (v, n) ^^^ \ 

Damit erhält man die Beschleunigung in der Richtung der 
Tangente an die Bahn, oder kürzer die Beschleunigung nach der 
Bahn, indem man (v,n) = setzt, gleich 

^ = fcos(f,v), , (9) 

was unmittelbar einzusehen ist. 

Rechtwinklich auf die Bahn ist (v, n) = 90" und man hat die 
Beschleunigung 

-.1^ CO) 

Nimmt man n rechtwinklich auf die Osculationsebene, so ist 
d(v,n) = und daher die Beschleunigung in dieser Richtung gleich 
Null. Es liegt also die Beschleunigung der Bewegung, f in der 
Osculationsebene der Bahn. Rechtwinklich auf die Bahn und in 
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der OscnlatioDsebene liegt der KrümmuDgshalbmesser der Bahn. 
Nimmt man diesen, und zwar von der Bahn nach dem Erümmungs- 
mittelpnnkt fdr n , so dass also n auf der concaven Seite der Bahn 
liegt, nennt man ^'den Krümmungshalbmesser, und ds den Bogen 
der Bahn, welcher in der Zeit d t durchlaufen wird, während der Win- 

TT- 7t 

kel (v, n) aus — in— -h d(v,n) übergeht, so ist 

— ^ d (v, n) = d 8 , 
woraus die Beschleunigung nach dem Krümmungshalbmesser oder 

wird. Je grösser diese Beschleunigung bei gleicher Geschwindig- 
keit der Bewegung ist, desto kleiner wird^, desto schneller die Bahn 
gekrümmt 

Beispiel c in Nro. 61. 

In der vorhergehenden Nummer ist gefunden 
f = 2a und f parallel x. 
ferner in Nro. 66 : 

cos(v,x) = undv^ = c*H-4a*t^ 

Damit erhält man die Beschleunigung in der Bahn 

fco8(f, v).= fcos (v^'x) = 2a.^* = ^ 

wie diess die Ableitung von v' nach t ebenfalls gibt. 

Für die Beschleunigung nach dem Krümmungshalbmesser hat 
man 

f sin (f, v) = f sin (v, x) = 2 a Vi-_l^!i^ = 

v' 

V v 

Diese Beschleunigung ist aber gleich 



daher der Krümmungshalbmesser der Bahn 

_ V» _ (c^ + 4ax)^ 
^""2ac"~ 2ac 

' Holtzmann, theoret. Mechanik. 



/ 
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Beispiel e in Nro. 61. 

In der vorhergehenden Nummer ist gefunden 

47r* 
f = — y-.r nnd f in der Richtung, von r. 

Damit erhält man die Beschleunigung in der Bahn 

dv 4n^ . 

— = f cos (f, v) = — j- r cos (r, v). 

Diese Beschleunigung ist daher gleich der Projection des Hidb- 
messers der elliptischen Bahn auf die Tangente multiplicirt mit 

dem Constanten Factor — ^; sie ist positiv, wenn die Geschwindig- 
keit mit dem von der Bahn zum Mittelpunkte gezogenen Halbmesser 
einen spitzen Winkel bildet, andernfalls negativ. 

Für die Beschleunigung nach dem Krümmungshalbmesser hat 

man y* , 47r^ 

— = fsin (f, v) = — j-rsin(r,v), woraus num für den 

Krümmungshalbmesser den Ausdruck 

^ 47ir*rsin(r,v) 
erhält. 

Beispiel f in Nro. 61. 

Hier ist die Beschleunigung f constant = — ^ . a und immer 

T 

normal auf der Bahn. Die Beschleunigung in dieser ist daher Null, 
oddr die Bewegung ist eine gleichförmige. Die Beschleunigung nach 
dem Krümmungshalbmesser ist hier f selbst , daher 

v* 47r' 

— = — r . a , woraus 

47r* , , , 



4n^ 



2^.^ 
T^ 
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Krummlinige Bewegung. D jnamik. 

68. Bei der geradlinigen Bewegung besteht die Wirkung der 
bewegenden Kraft in der Aenderung der Geschwindigkeit und ist 
proportional der Beschleunigung. Bei der krummlinigen Bewegung 
besteht die Wirkung der Kraft in Aenderung der Geschwindigkeit 
in der Richtung der Bahn, und in Abänderung der Richtung der Be- 
wegung, welch' letzteres, wie wir gesehen haben, in Ertheilnng einer 
Beschleunigung normal zur Bahn besteht. Die Aenderung der Ge- 
schwindigkeit in der Richtung der Bahn kann daher hier nicht das 
Maass fdr die Wirkung der Kraft allein geben. .Auch kann die 
Kraft nicht in der Richtung der Bahn oder der Geschwindigkeit 
liegen , da dann keine Ursache zur Krümmung der Bahn vorhanden 
wäre. Dagegen wird die Kraft so liegen müssen, dass rechtwinklich 
zu ihr keine Wirkung, d. h. keine Beschleunigung stattfindet. Es 
wird also die Beschleunigung der Bewegung, das f der letzten Num- 
mern dieselbe Richtung haben müssen, wie die bewegende Kraft. 

Die Componente der Kraft in der Richtung der Bahn ändert 

die Richtung nicht ab , ihre Wirkung kann nur die Beschleunigung 

in der Bahn sein. Ist P die bewegende Kraft, m die bewegte Masse, 

V die Geßchwindigkeit und f die Beschleunigung der Bewegung , so 

ist hiernach 

Pcos(P, v) ==: mfcos (f, v) 

oder weil P und f in eine Richtung zusammen fallen 

P = mf 

wie bei der geradlinigen Bewegung. 

Der Satz, ^ass auch bei krummliniger Bewegung die bewegende 
Kraft gleich .der Masse, multiplicirt mit der Beschleunigung ist, 
zeigt, dass die Beschleunigung, welche eine Ejraft ertheilt, unab- 
hängig von der bereits bestehenden Bewegung ist, was eine Erwei- 
terung des Erfahrungssatzes in Kro. 42 ist. 

69. Die Gleichungen (9) und (10) in Nro. 67 geben durch 
Multiplication mit der Masse 

Pcos (P, v) = m^ und PsinCP., v) = m — , (1 1) 

dt Q • 

wozu noch kommt , dass die Kraft, als mit der Richtung der Be- 

4» 



52 I. Kräfte an einem Punkte. 

schleanigaDg zasammen fallend, immer in der Oscnlationsebene der 
Bahn liegt, und zwar auf der concaven Seite der Bahn. 
* Die zweite dieser 'Gleichungen zeigt, dass die Krümmung der 
Bahn um so grösser ist, je grösser die Componente der Ejraft nor- 
mal zur Bahn ist. 

dv 
Ist die treschwindigkeit constant, ist -77 = 0, so ist die 

erste Componente der Kraft Null; in diesem Falle fällt die Rich- 
tung des Krümmungshalbmessers mit der Richtung der Kraft zu- 
• sammen. 

Um der Masse m eine kreisförmige Bewegung zu ertheilen, be- 
darf man in der Richtung der Bewegung , d. h. tangeniiell an die 
Bahn eine Kraft 

dv 
Pcos(P,v) = m — 

Q. t ■" 

und in der Richtung des Halbmessers gegen ^n Mittelpunkt des 
Kreises die Kraft 

P8in(P,v)=m — 

wenn r der Kreishalbmesser ist. 

Ist die Bewegung gleichförmig« so wird diie erste dieser Kräfte 
Null und es bleibt nur die zweite übrig, oder 

V* 

P = m-. 
r 

Man nennt häufig die Componente der bewegenden Kraft nach 

dem Krümmungshalbmesser die Centripetal kraft. 

70. Ist P eine nach Grösse und Richtung constante Kraft, 
welche die Masse m bewegt, so geschieht die Bewegung in der 
Ebene, welche durch die anfängliche Geschwindigkeit v^ der Masse "^ 
und die Kraft geht. Zerlegt man nämlich P nach der Richtung 
von Vq und rechtwinklich darauf, so liegt diese zweite Componente 
also ebenfalls in der Ebene P, v^ , die Ablenkung der Masse m aus 
der Richtung von v^ liegt also wieder in derselben Ebene, und so 
für alle späteren Zeiten. 

Die Beschleunigung in der Richtung von P ist 

P 
m 
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und die Projection auf eine zu P parallele RichtoDg darchläoft also 
in der Zeit t den Weg (Nro. 36) 

P 

i-.t' + ct, 
* m 

wenn c die anfängliche Geschwindigkeit dieser Projection ist. Diese 
anfängliche Geschwindigkeit ist aber Vq cos (P, v^,). Daher der 
Weg der Projection auf die Richtung P gleich 

p 

i-t» + v^cos(P,Vo).t. 

Rechtwinklich auf diese Richtung ist die Beschleunigung Null, 
die anfängliche Geschwindigkeit ist v^, sin (P, v^^) ; daher der Weg der 
Projection von m auf diese zweite Richtung in der Zeit t gleich 
v^sin(P,Vo).t. 

Trägt man diese beiden Wege von dem anfanglichen Ort der 
Masse m in der Richtung von P und rechtwinklich darauf, so dass 
diese rechtwinkliche Richtung, mit v^ einen spitzeg Winkel bildet, 
und beschreibt über beiden ein Rechteck, so ist die gegenüberliegende 
Ecke dieses Rechtecks der Ort , welchen die Masse m zur Zeit t 
erreicht hat. 

An denselben Ort kommt man aber auch, wenn man in der 
Richtung von P den Weg 

^ m " 
aufträgt, welchen die Masse m unter der Wirkung der Kraft durch- 
laufen hätte , wenn m von der Ruhe ausgegangen wäre , und wenn 
man auf die Richtung von v^ den Weg v^t aufträgt, welchen die 
Masse m vermöge der Trägheit, nach Wegnahme der Kraft P in der 
Zeit t dBrchlaufen hätte; wenn man endlich über diesen beiden 
Linien ein Parallelogramm beschreibt. Die dem Ausgangspunkte 
der Masse m gegenüberliegende Ecke dieses Parallelogramms ist 
der oben bestimmte Ort, welchen die Masse m in Folge der anfäng- 
lichen Geschwindigkeit v^ und der Wirkung der Kraft P in der Zeit 
t erreicht. 

Dasselbe gilt auch für eine stetig veränderliche Kraft P für 
eine unendlich kleine Zeit d t. Ist v die Geschwindigkeit der Masse 
m zur Zeit t, so würde sie vermöge der Trägheit den in der Rieh- 
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taDff von y liegeDden Weg vdt durchlaufen, vermöge der Kraft P 

P 

von der Ruhe aus den Weg i— dt^ in der Richtung von P. Den 

Ort, welchen die Masse in dieser Zeit dt erreicht, ffndet man als 
die dem Ort zur Zeit t gegenüberliegende Ecke des Parallelo- 
gramms, welches die zwei Seiten vdt in der Richtung von v und 

p 

i — -d t' in der Richtung von P hat. Die Aenderung von P während 

dieser Zeit bringt nur eine Aenderung dieses Ortes hervor, welche 
ein unendlich Kleines von höherer als der zweiten Ordnung ist. 

Kennt man die Geschwindigkeit einer Masse m, ihre Ge- 
schwindigkeit V und die Orte, die sie zur Zeit t inne hatte und nach 
der Zeit t + dt erreicht , so lässt sich hiermit die bewegende Kraft 
P der Grösse und Richtung nach bestimmen. Man trägt in der 
Richtung von v von dem Orte der Masse zur Zeit t den Weg vdt 
auf, und verbindet den Endpunkt dieses Wegs mit dem Orte, wel- 
chen die Masse zur Zeit t -f- d t erreicht hat. Diese Verbindungs- 
linie, die Ablenkung oder Deviation in der Zeit dt ist der Rich- 
tung der Kraft P parallel , und gleich 

i-dt' 
' m 

woraus P gefunden werden kann. 

Bewegt sich z. B. eine Masse m gleichförmig mit der Ge- 
schwindigkeit V in einem Kreise vom Halbmesser r, so würde diese 
Masse vermöge der Trägheit in der Zeit dt den Weg vdt nach der 
Tangente an den Kreis durchlaufen , während sie in der That ihn 
Bogen vdt auf dem Kreise durchläuft. Die Ablenkung ist, da der 
Sinus und der Bogen bei unendlich kleinem Winkel bis auf unendlich 
Kleine, der dritten Ordnung gleich sind, dem Radius im Anfange 
von vdt parallel und gleich 



vdt\ ^v*dt' 



( 1 — cos—^ j.= r. 



wenn man die unendlich Kleinen höherer Ordnung weglässt. 
Setzt man diese Ablenkung gleich 
P 



^m^*' 
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so erhält man P = m — 

. r 

in der Richtang des Radius, die Gentripetalkraft, wie sie in der 
vorhergehenden Nummer bestimmt ist. . 

71. Aus (Nro. 65, .8) hat man für eine beliebige Richtung n 

^ /. X d»n 
f cos (f, n) = -7—2 , woraus 

m f cos (f, n) = m j-i, 

oder da f und die Kraft P einerlei Richtung haben 

d*n 
Pcos(P,n) = mjp. 

Die Componente der Kraft in der Richtung von n ist 
gleich der bewegten Marsse multiplicirt mit der Beiichleu- 
nigung nach dieser Richtung. 

Bringt ^man in die gerade Linie n eine Masse m, gleich der be- 
wegten m, und lässt man auf die&e in jedem Augenblicke di0 Com- 
ponente der Kraft nach der Richtung neinwirken, so wird diese Masse 
m immer die Beschleunigung haben , welche der Projection der in 
der That bewegten. Masse m auf die Linie n zukommt. Bringt man 
also diese Masse m noch in die anfängliche Lage der Projection der 
ersten Masse m, und ertheilt ihr die anfängliche Geschwindigkeit 
dieser Masse m in der Richtung n, so wird sie auch immer diß Pro- 
jection der bewegten Masse bleiben. 

Bringt man in jede von drei aufeinander rechtwinklichen Goor- 
dinatenaxen eine der bewegten Masse m gleiche Masse, bringt diese 
anfönglich, d. h. für t = in die Stellen der Projectionen der be- 
bewegten Masse m , ertheilt jeder die anfängliche Seitengeschwin« 
digkeit der bewegten Masse nach der betreffenden Richtung, und 
lässt endlich auf jede dieser drei Massen je die Componente der 
Kraft nach dieseir Richtung wirken, so werden sich diese drei 
Massen so bewegen, dass sie immer die Projectionen der krumm- 
linig bewegten Masse sind. . Man hat also statt der Bewegung der 
krummlinig bewegten Masse die geradlinigen Bewegungen dreier 
gleicher Massen zu betrachten, und erfährt durch diese die &ewe- 



= mj-y; = m;r-f ; ~mg = m— j. (a) 
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guDgen der Projectionen der krummlinig bewegten Masse auf die 
drei Coordinatenaxen, wodurch die Bewegung bekannt ist 

Sind also x, y, z die drei rechtwinklichen Goordinaten des be- 
wegten Punktes zur Zeit t, so hat man 

Pcoa(P,x)=m^;Pcos(P,y)=m^;Pcos(P,z)=mj^. (12) 

Beispiel a. Ein schwerer Körper von der Masse m wird 
mit der anfanglichen Geschwindigkeit unter dem Winkel a gegen 
den Horizont aufwärts hinausgeworfen. Die Bewegung zu be- 
stimmen. 

Nimmt man die Coordinaten x und y horizontal, z vertical auf- 
wärts von dem Ausgangspunkte des Körpers an; x in der Vertical- 
ebene durch die Anfangsgeschwindigkeit v^ , so ist die bewegende 
Kraft mg constant und vertical abwärts gehend. Damit werden die 
Gleichungen (12) 

d'y d'" 

'dt-^-'-^dl^'-^^g^^^d-t^ 

Die beiden ersten geben 

x = a-l-bt; y = c-l-dt, 
wo a, b,' C, d die Integration sconstanten sind. Da x und y vom Aus- 
gangspunkte des Körpers^ gemessen werden, so werden sie, wenn 
man die Zeit von dem Zeitpunkte zählt, in welchem der Körper aus 
diesem Ausgangspunkte ausgeht, Null für t = 0, was a = Ound 
= gibt. 

Die Geschwindigkeiten nach beiden Richtungen sind 
dx dy 

also constant. Für t = ist die Geschwindigkeit in der Richtung 
, der X Axe Vq cos a und die Geschwindigkeit in der Richtung der y 
Axe gleich Null ; es ist daher 

b := Vq cos-« und d = 0. 
Damit wird x = v^ tcosa und y = 0. (b) 

Die Bewegung geschieht daher in der x , z Ebene , was auch 
vorneherein zu sehen war. 

Die dritte der Gleichungen gibt durch Integration 
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z = kt — igt* 
WO k eine Integrationscoostante ist, und die andere gleich Null be- 
stimmt ist, wegen z = für t = 0. 

Die Geschwindigkeit in der Richtung z wird damit 

was für t = die Anfangsgeschwindigkeit in dieser Richtung oder 
Vo sin cc geben mnss. Es ist daher vollständig bestimmt 

z = Vo tsin« — igt'. (c) 

Durch die Gleichungen (b) und (c) ist die Bewegung vollstän- 
dig bestimmt. 

Setzt man v,, =(2gh, wo also h die Höhe ist, von welcher 
der Körper frei herabfallen müsste , um die Geschwindigkeit v^^ zu 
erhalten, so wird die Gleichung der Bahn . - 

z=xtana — -r^^-^^ 1. J^tw\ W 

4hcosa* 4'ßc^* '^^ 

Diese Gleichung erhält man unmittelbar durch die Betrachtun- 
gen* der Nro. 70. Vermöge der anfönglichen Geschwindigkeit wurde 
der Körper in der Zeit t den Weg v^^ t durchlaufen und daher die 
Höhe Vgtsin a erreichen, und die horizontale Distanz v^tcosa. 

Die Kraft ist vertical, durch sie wird daher die horizontale Be- 
wegung nicht geändert, und ist x der in der Zeit t erreichte horizon- 
tale Abstand, so ist x = v^ t cosa wie oben. Damit wird die Höhe, 
auf welche der Körper in dieser Zeit vermöge der anfänglichen Ge- 
schwindigkeit aufsteigen würde 

X tan a , 
welches das erste Glied der Gleichung (d) ist. 

Durch die Schwere wird ein von der Ruhe ausgehender Kör- 
per in der Zeit t durch den Weg igt' abwärts geführt, was durch 
X ausgedrückt 



i«: 



Vq cosa' ~"4hcosa' 
wird, das zweite Glied der Seite rechts der Gleichung (d). 

Die Bahn des geworfenen Körpers ist eine Parabel, deren Axe 
vertical steht; die grösste Höhe, welche der Körper erreicht, ist 
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Zt =h sin «' 
und die Abscisse dieser grössten Höhe oder die halbe Wurfweite 

x^ = h sin 2 a. 

Die Directrix der Bahn liegt in der Höhe h über dem Aus- 
gangspunkte. Hat man h bestimmt, so lassen sich z^ und x^ leicht 
geometrisch constmiren , womit die Parabel selbst geometrisch be- 
stimmt ist: 

Die grösste Wurfweite erhält man för sin 2a = 1, also flir die 
Elevation des Wurfs a = 46**; sie wird 2 h, wobei die grösste er- 
reichte Höhe gleich ,^h. * 

Für die Geschwindigkeit der Bewegung findet man 

.v=V2g(h-z)i . 
sie ist also in jedem Punkte dieselbe, welche ein von der Höhe h— z 
herabfallender Körper eriangt. 

Im höchsted Punkte ist die Geschwindigkeit am kleinsten und. 
gleich 

V2ghcosa^ = Vß cos« 

gleich der horizontalen Anfangsseitengeschwindigkeit. 

Aus der zweiten der Gleichungen (ll,Nro.69) erhält man noch 

'^ . 2g(h~z) 
m gcos(P, ^) = m . -2-^^ r, woraus 

— ß cos (z, ^) = 2 (h— z) , oder 
die Verticalprojection des Krümmungshalbmessers ist gleich der 
doppelten Entfernung des Parabelpunktes von der Directrix, was die 
bekannte Gonstruction des Krümmnngsmittelpunktes gibt. 

Beispiel b. Die Masse m wird durch eine Kraft gegen einen 
unbeweglichen Punkt angezogen, welche der Entfernung von jenem 
Punkte proportional ist. 

Die Bewegung ist eine ebene , die Ebene der Bahn geht durch 
die anfangliche Geschwindigkeit und den Anziehungspunkt. Nimmt 
man diesen als Ursprung der rechtwinklichen Coordinaten x, y in 
der Ebene der Belegung, nennt man r die Entfernung des bewegten 
Punktes von dem Ursprünge zur Zeit t, so kann man die bewegende 
Kraft 

P = mk*r 
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setzen, wo k coDstaDt ist ; ihre GompoDeDten nach der x und y Axe 
sind dann 

— mk*x und — mk'y, 

woraus die GleichuDgen der Bewegung 

— =:-k»xund^~-^kV 

dt' ^ ^ ''"^dt*"" ^ 

folgen. 

Die allgemeinen Integrale dieser Gleichungen sind 
x = A sinkt -f-Bcoskt 
y = Aj sinkt-i-B^ coskt, 
wo A, B, A^ und B^ vier willkürliche Gonstanten der Integration 
sind. Zu ihrer Bestimmung dient die Lage des bewegten Punktes 
zu irgend einer Zeit und die Geschwindigkeit, welche er dort hat. 
Ist für t = 0; x = Xo und y = und die Geschwindigkeit Vo mit 
einer Richtung, welche mit der Axe der x den Winkel a bildet, 
diesen von x nach y gemessen, so hat man, wegen der ersten Be- 
dingung 

Xo=B und = Bi. 

Zur Benützung der zweiten Bedingung berechne ich zuerst 
die Seitengeschwindigkeiten 

— = Akco8kt^Xo ksinkt und 

u t 

dy . 

TT- = Aj kcoskt. 

u t 

Nun wird für t = die Geschwindigkeit in der x Axe v^^ cos a und 
die Geschwindigkeit in der y Axe v^ sin a, womit 
Vjj,cosa = Ak und Vosina=.Ai k 
wird. Damit ist vollständig bestimmt 



v^cosa . I . , , , 

x = -^f— r — sinkt -hx^coskt, 

v„ sin« . . 

y = -^^-; sinkt. 

k 

o X . VoCoscr , /» , 1 . /, 

Setzt man — r — =bcos/? undxo = — bsin/?, woraus 

V cos ff X k 

b'= -^^—-5 h Xo' und tan/9 = — , so wird 

k* '^ v^ cos ff 
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die erste dieser beiden Gleichungen 

x = bsin(kt — jS), 
womit die beiden Goordinaten auf die Gleichungen in Beispiel e, 
Nro. 61, 62 und 66 gebracht sind. Die Bewegung des Punktes ge- 

27r 

schiebt in einer Ellipse } die Oscillationsdauer ist t = — . 

72. Wählt man statt der Goordinaten in der x, y Ebene Po- 
larcoordinateu r und 9), während man die Coordinate z beibehält, 
so hat man 

x = rcosy; y = rsing) und z = z. (a) 

Zerlegt man die bewegende Kraft P nach der Verlängerung von r 
gleich P cos (P, r), rechtwinklich darauf in der Ebene x, y, nach der 
Seite hin, nach welcher die Winkel (p wachsen , welche Gomponente 
P cos (P, n) heissen mag, und endlich nach z in P cos (P, z), so hat man 

P cos (P, r) = P cos (P, x) cos y 4- P cos (P, y) sin q> , 
was mit den Gleichungen- (12 in Nro. 71) in 
-d^x d»y 



m 



rd^x ^d'y . -] ... 

|^_cosy + -j^smyJ (b) 



übergeht. Ebenso hat man 

P cos (P, n) = P cos (P, y) cos y — P cos (P, x) sin (p 
rd^y d^x 



rd'y d'x . -I , . 

^ " Ldt^''°* ^P - ^ sin yj (c) 



Aus den Gkichangen (a) erhält man aber darch zweimalige 
Ableitnng 
d^x 
dt 

»»IT A*r Ar A^ ^A^^t A^r 



l*x d*r „dr . d« r^U>V . d'a 

d*y d*r . . „dr d«. . /^dcp\' , d*a. 

Substituirt man diese Werthe in die Gleichungen (b) und (c), so 
erhält man 

Multiplicirt man die zweite dieser Gleichungen mit j*, so erhält man 



Krummlinige Bewegung. Dynamik. 61 

rechts-eine vollständige Ableitung, und so die Gleichungen der Be- 
wegung fiir diese Goordinaten 

Peos(P.O = 40-r(i^y]; 

r.Pcos(P.ii) = m-^:-r?^. / (13) 

U t 



Pcos(P,z) = mj-y. 



d*2 

'dt^ 

73. Man kann in folgender Weise eine Anschauung von der Be- 
deutung dieser Formeln gewinnen. Aus dem Abstände r der beweg- 
ten Masse vom Ursprünge von r zur Zeit t wird in der Zeit d t 

dr d*r , 

wenn man bei den unendlich Kleinen der zweiten Ordnnng^ stehen 

bleibt. Der Theil jr dt dieses Zuwachses von r wird vermöge der 

zur Zeit t bestehenden Seitengeschwindigkeit in der Richtung von r 

durchlaufen, was vermöge der Trägheit geschieht. Von dem übrige 

d'r 
bleibenden Theile J-r-j dt^ geht noch das Stück ab, das zur Zeit 

Q t 

t + dt zwischen dem mit dem Halbmesser r beschriebenen Kreise 
und der Tangente an diesen an dem Orte der Masse zur Zeit t ge- 
zogen liegt, da die Mas^e vermöge der auf r rechtwinklichen Sei- 
tengeschwindigkeit nach der Tangentie an den Kreis und nicht nach 
diesem fortgehen würde. Dieses ist nach dem Beispiele am Ende 
von Nro. 73 

v^ 
* r 
wo V die Geschwindigkeit nach der Tangente des Kreises ist Da 
aber der Endpunkt von r in der Zeit dt den Bogen rdg) beschreibt, 
so ist 

dcp 

und daher das betrachtete Stück der Ablenkung in der Richtung 
von X gleich 
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Es bleibt daher nur noch die Ablenkang in der Richtung von r 

welche durch die in der Richtung von r wirkende Kraft Pcos(P,r) 
in der Zeit d t hervorgerufen wird. Man hat daher nach (Nro. 73) 

|Pcos(P.r)dt' = m[j^,-ir(^)*jdt*, 

welches die erste der abgeleiteten Formeln ist. 

Aus dem Winkel q> wird in der Zeit dt, wenn man wieder bis 
zu den unendlich kleinen der zweiten Ordnung fortgeht 

und also der Weg der Masse in der Zeit d t rechtwinklich auf r 

was mit Weglassuug äer unendlich kleinen höherer als der zweiten 
Ordnung den Weg 

gibt. Hiervon wird 

r^dt = rdg) 
dt ' 

vermöge der Geschwindigkeit zur Zeit t in der Richtung rechtwink- 
lich auf r durchlaufen, also vermöge der Trägheit. Der andere Tbeil 
des Wegs ist dagegen die Ablenkung, welche die Kraft Pcos (P,n) 
in der Zeit d t hervorbringt, und man hat daher nach (Nro. 73) 

nnd dieses ist die zweite der oben gegebenen Formeln in ihrer zuerst 
gefundenen Form. 

74. Die Form, in welcher diese Gleichung unter (13) vorkommt, 
gibt noch zu folgendem Veranlassung, r'd^) ist die doppelte 
Fläche, welche der Vector r in der Zeit dt beschreibt. Diese 
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doppelte Fläche durch dt dividirt/also auf die Zeiteinheit redacirt, 
nennt man die Flächengeschwindigkeit der Masse m in der 
Ebene r^ 9); und ihre Ableitung nach t die Flächenbeschleuni- 
gung. Andererseits gibt man dem Produkte r.Pcos(P, n), wie 
später noch weiter auseinander gesetzt werden wird, den Namen, 
das statische Moment der Kraft P für die Axez, welche 
rechtwinklich auf r und n steht Darnach lässt sich die zweite der 
obigen Gleichungen in den Worten aussprechen : 

Das statische Moment der bewegenden Kraft ist 
gleich der Masse multiplicirt mit der Flächenbeschleuni- 
gung, diese in der Ebene genommen, welche zur Axe des 
statischen Momentes rechtwinklich ist. 

Beispiel. Die Kraft, welche die Masse m bewegt, sei mk^r 
und gehe durch die Axe der z, rechtwinklich auf diese, von der Masse 
gegen die Axe. Damit ist 

Pcos(P,r) = — mk*r; Pcos(P, n) = 0; Pcos (P, z) =: 0. 

Die dritte der Gleichungen (13) gibt 

dz 

x- constant, gleich der anftoglichen 

dt 

Geschwindigkeit in dieser Richtung, welche gegeben sein muss, 
wenn die Bewegung eine vollkommen bestimmte sein soll. 
Die zweite der Gleichungen (13) lehrt 



d 



(■■^if) 



. = , ^ woraus 

dt 

ebenfalls constant. Die Flächengeschwindigkeit ist constant und 
yrMg)=ct. i^) 

Das Integral links ist die doppelte Fläche, welche der Vector in d«r 
Zeit t beschreibt. Diese Fläche ist daher der Zeit proportional, 
und för gleiche Zeiten gleich gross. 

Ist wie in (Nro. 71, Beispiel b) für t = der Abstand r gleich 
x^ und die Geschwindigkeit der Masse gleich Vo unter dem Winkel 
a gegen die Verlängerung von x^ geneigt, diesen Winkel n%ch der 
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Seite der positiven (p gerechnet, so ist für die auf t= folgende 

Zeit dt ^ . ^ 

rdijp = ¥0 sinadt 

und daher • dep 

r*^ = XoVoSina = c, 

wodurch die Flächengeschwindigkeit bestimmt ist. 
Die erste Gleichung (13) wird 



,j d^r r^9\^ 



setzt man in diese mit (a) den Werth von -77, so erhält man 

"'"dt* r" 
Multiplicirt man diese Gleichung auf beiden Seiten mit 2j7, 
80 lässt sie sich integriren. Die Constante bestimmt man aus 
dr 

j^=:VoCOSa 

fürt = 0. 

Die Aufgabe ist aber in Nro. 71, Beispiel b, schon auf ein- 
facherem Wege behandelt; idesshalb hier nur noch folgendes. Nennt 
man v die ganze Ümlaüfszeit, so ist nach der früheren Behandlung 

2n 

Sind a und b die beiden Halbaxen der elliptischen Bahn der Masse 
m, so gibt die Gleichung (b) für den ganzen Umlauf 

2ab7r = CT, 
woraus also mit dem bereits bestimmten Werthe von c der Flächen- 
inhalt der beschriebenen Ellipse 

_ x-VoTTsina 
ab7r= , 

wird. 

76. Geht die bewegende Kraft durch einen bestimmten un- 
beweglichen Punkt, so nennt man die entstehende Bewegung eine 
Gentralbewegung. Sie ist eine ebene Bewegung, die Bahn liegt 
in der* Ebene durch die Geschwindigkeit zu irgend einer Zeit und 



Knimmlinige Bewegung. Dynamik. 65 

dorch den Pnnkt, durch welchen die Kraft immer geht, Nimmt 
man diesen Pankt als Ursprung der Polarcoordinaten r, 9), so gibt 
die zweite der Gieichunfi^en (13, Nro.72) unmittelbar 

waraus die Flächengesehwindigkeit 

1.2 



,dy 



dt 
constant, und die in der Zeit t vom Yector r beschriebene Fläche 
der Zeit proportionaL Die Constante bestimmt sich aus der Ge- 
schwiDdi|;keit Vq 9 welche in einer gegebenen Entfernung r^ statt- 
findet» nebst dem Winkel beider. Man findet 
c*=,Vorosin(v^,ro). 
Hat man umgekehrt von einer ebenen Bewegung erkannt, dass 
der Vectör von einem unveränderlichen Punkte aus nach dem be- 
wegten Punkte gezogen in gleichen Zeiten gleiche Räume be- 
schreibt, so folgt daraus 

dt 
und also mjt der zweiten der Gleichungen (13) 

Pcos(P,n) = 0, 
oder die Gomponente der Kraft rechtwinklich auf den Yector ist 
Null, die Kraft selbst Hegt also in der Linie des Vectors und geht 
somit immer durch den Ursprung des Vectors. Die Bewegung ist 
eine Centralbewegung. Das id der vorhergehenden Nummer behan- 
delte Beispiel ist ein Beispiel einer Centralbewegung. 

76. Der Satz vom Antriebe (Nra 51) findet für die Com- 
ponenten der Bewegung nach einer bestimmten Richtung statt. Es 
^^^ ^ ' ^^ X d'j 



woraus 



Pcos(P,x) = m^. 
t 
/pcos(P,x)dt = m^-in(^^^)^ 



Holtzmann, theoret. Mechanik. 
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folgt Die Zanafame der Grösse der Bewegung Dach einer bestimm- 
ten Richtung ist gleich dem Antriebe der Gomponenten der Kraft 
in dieser Richtung , oder wie man auch sagt der Gomponenten des 
Antriebs in dieser Richtung. 
Die Gleichung 

Pcos(P,v) = m — 

Q L 

gibt ebenso * 

/Pcos(P,v)dt = mv — mvo (14) 



wo Vq die Geschwindigkeit der Masse zur Zeit Null ist. Der An- 
trieb in der Richtung der Bahn ist der Zunahme der Grösse der 
Bewegung gleich. 

Ist die Gomponente der Kraft nach der Tangente an die Bahn 
constant, so nimmt die Geschwindigkeit mit der Zeit proportio- 
nal zu. 

77. Die zweite Gleichung (13 in Nro. 72) ist 

rPco&(P>D) = iil > 

sie gibt das Integral 
t 

/rPcos(P.D)dt=m [r'^-(r»^)J.. (15) 

Das Integral links nennt man das Moment des Antriebs , das Pro- 
duct aus der Masse in die Flächengeschwindigkeit die Grösse der 
Flächenbewegung. Damit lässt sich obige Gleichung so aus- 
sprechen : Das Moment des Antriebs während der Zeit t ist gleich 
der in dieser Zeit erfolgenden Zunahme der Grösse der Flächen- 
bewegung. 

Weiss man z. B. von einer Bewegung, dass der Vector r pro- 
portional mit der Zeit wächst, und dass die rechtwinklich anf den 
Vector gerichtete Gomponente der Kraft constant ist, also etwa 

r = atund Pcos(P,n) = mb*, 
so gibt dieser Satz 

Jmb*at*=:aH'^,oder 
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^— =^, woraus 
a dt 

wenn man 9> = für t = nimmt 

Die Bewegung erfolgt also in einer archimedischen Spirale. 

78. Der Satz von der Arbeit der Kraft. Die Arbeit der 
Kraft, während der Verschiebung des Angriffspunktes oder der be- 
wegten Masse m durch das Element d s der Bahn ist (Nro. 29) 
Pdscos(P,ds). 

Nun ist -- /r» j \ ri /r» \ ^V 

P cos (P, d s) = P cos (P, v) = m — . 

Multiplicirt man diese Gleichung mit 

ds = vdt, 
und integrirt, so erhält man 

/Pcos(P,dOds = imv»-imVo', (16) 

wo Sq und s auf der Bahn gemessene Abstände sind , und die Ge- 
schwindigkeiten der Masse in diesen Abständen mit Vq und v be- 
zeichnet sind. 

Das Integral links ist die Summe der Arbeiten der bewegen- 
den Kraft für alle Verschiebungen auf dem Wege So bis s; die Glei- 
chung (16) sagt: 

Die Arbeit der Kraft auf dem Wege von So bis s ist 
gleich der Zunahme der lebendigen Kraft der Masse auf 
diesem Wege. * 

Beispiel a. Bei einer mit der Geschwindigkeit v^ hinaus- 
geworfenen schweren Masse m ist die vertical abwärts gehende be- 
wegende Kraft mg; zählt man die Ordinaten z von dem Ausgangs- 
punkte der Masse aufwärts, so ist, wenn die Masse die Höhe z er- 
reicht hat, die Arbeit der Kraft 

— mgz 
und nennt man die Geschwindigkeit an dieser Stelle v , nach dem 
Satze von der Arbeit 

6 ♦ 
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— mgz^ Jmv' — ^mvo' oder 
v* = Vo' — 2gz. 
Werden also von demselben Orte aas beliebige schwere Massen 
anter beliebigen Winkeln mit derselben Anfangsgeschwindigkeit v^ 
hinausgeworfen , so haben sie alle beim Darchgange durch dieselbe 
Horizontalebene die gleiche Geschwindigkeit v. 

Beispiel b. Wird eine Masse m gegen einen Fixpnnkt darch 
die Kraft mk'r angezogen, wo k constant and r dieEntfemong der 
Masse von dem Fixpunkte ist, so ist die Arbeit der Kraft 

s s 

/mk^r cos (P, ds) d s = mk' /rcos (r,d s) d s = 

r 

= - mk' /rdr = 4mk»(r,* - r'). 

Ist also in der Entfernung Tq die Greschwindigkeit der Masse gleich 
Vq und gleich v in der Entfernung r «vom Fixpnnkte , so hat man 
k'(ro'-r') = v»-Vo»and 
v' = v/4.k^(r/-r^> 
In derselben Entfernung r ist daher die Geschwindigkeit immer die- 
selbe. 

Beispiel c. Wird die Masse m nach einem Fixpunkte mit 
einer Kraft gezogen, welche umgekehrt proportional dem Quadrate 
ihrer Entfernung von jenem Fixpunkte ist, oder bei der Entfernung 
r mit der Kraft 

so ergibt der Satz über die Arbeit die Gleichung 

r 

-ky?| = |v»-^-i Vocoder 

ro 

Es hq,t also hier v* — v^ * immer dasselbe Zeichen wie — , 

r r0 

oder in grösserer Entfernung ist die Geschwindigkeit kl^er als in 

geringerer Entfernung von dem Fixpunkte. Kommt die Masse m aus 
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unendlicher Entfernung, indem sie von dort von der Ruhe ausgeht, 

60 ist 2k 

v' = — oder 
r 

mk 

— ist die lebendige Kraft, welche die Masse m hierbei erhält. 

Weitere Folgerun gen. aus dieser Gleichung werden unten kommen. 

79. Ist die Kraft nach einem unbeweglichen Punkte gerichtet, 
die Bewegung also eine Gentralbewegung, und dabei die Kraft eine 
Function des Abstandes r der bewegten Masse m von jenem Fix- 
punkte gleich m gp , so hat man 

r 

$mv*— Jrav/ = ±m/y^ dr— .±in(F^ —F^). 



^° ' dr durch F 



bezeichnet ist. 

^ Für alle die^e Bewegungen ist daher die Geschwindigkeit nur 
von der Entfernung der Masse von dem Gentrum der Kraft, jenem 
Fixpunkte, abhängig, und immer dieselbe, so oft diese Entfernung 
dieselbe wird. Die Richtungen und eben damit die Bahnen kommen 
hierbei nicht in Betracht. Beispiele solcher Bewegungen sind die 
drei in der letzten' Nummer behandelten, wenn man bei der ersten 
den Fixpunkt in unendlicher Entfernung denkt. 

80. Zerlegt man die Kraft P nach den drei Coordinatenaxen 
in X, Y, Z, sind dx, dy, dz dieProjectionen von ds, der Verschie- 
bung der bewegten Masse, auf die drei Coordinatenaxei\, so ist nach 
dem Satze (Nro.31), dass die Arbeit der Resultirenden gleich der 
Summe der Arbeiten der Componenten ist 

Pcos(P,ds) ds = Xdx-hYdy-l-Zdz, und daher 

imv«-imVo^=/(Xdx-4-Ydy4-Zdz). (a) 

^Die Componenten der Kraft X, Y, Z kann man willkürlich an- 
nehmen und durch x, y, z und t ausdrücken; immer werden die 
Goordinaten x , y , z selbst Functionen von t sein , und man wird 
obige Gleichungen schreiben können 
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* r 

und wird in dieser Weise das Integral rechts als eine Function von 
t erhalten, welche man aber nicht immer durch x, y, 2 allein wird 
ausdrucken können. Im Allgemeinen wird daher die Geschwindig- 
keit V nicht allein von Vq und der Lage der Masse m zur Zeit t ab- 
hängen, sondern auch von t selbst, oder von der Bahn, welche der 
Körper durchlaufen hat, und von der Zeit, welche er dazu ge- 
braucht hat. 

Sind X, Y, Z durch die Coordinaten x, y, z allein bestimmt, 

so kaön ^^ , ^ , 

Xdx + Ydy-I-Zdz 

entweder das vollständige Di£ferentiai einer Function F sein, 

wenn x, y, z als von einander unabhängig betrachtet werden , oder 

nicht. Das erste ist bekanntlich der Fall , wenn 

dX_dY, dX^dZ dY^dZ 

dy~~dx* dz"~dx' dz~~dx 

ist, andernfalls nicht. 

Itn ersten Falle^ hat man 

Jmv' — 4mv..' = F - F 

yo Xq , yo , Zo die Coordinaten isind , bei welchen die Masse m die 
Geschwindigkeit v^ hat. In diesem Falle hängt daher die lebendige 
Kraft ^mv' nur von der Geschwindigkeit v^ bei x^, y„, z^ und von 
der Lage der Masse m oder von x, y, z ab, nicht aber von der Bahn, 
welche die Masse m zwischen beiden Punkten durchlaufen hat. 
Geht die Ma^se unter der Wirkung dieser Kraft von dem Punkte 
^0' Yo» ^0 n^i^ d^f Geschwindigkeit v,, in beliebiger Richtung ab, so 
erreicht sie beim Durchgang durch die Fläche 

P =c 

X» yi 2 , 

wo c eine Constante ist, immer dieselbe Geschwindigkeit v, welche 

durch 

4mv' — Jmvo' = c — F 

xo, yo, 20 

gegeben ist. 

Ißt dagegen Xdx-h Yd y + Z,dz kein vollständiges Differen- 
tial der als von einander unabhängig betrachteten x, y, z, so lässt 
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sich das Integral (a) erst dann bestimmen , . wenn man zuerst die 
Bahn der Bewegung und damit die Abhängigkeit von x, y, 2 von 
einander oder von t bestimmt hat. 
Hat man z. B. 

X=— may; Y=— mbx undZ^O, 
wobei aund b constant sein sollen, so ist 

Xdx+Ydy-hZdz 
nur dann ein vollständiges Differezitial , wenn a= bist, weil nur dann 

dX dY' .. ri, - 

-1^ — ;;= -r— oamlich = — m a. 

dy dx 

Für b = a erhält man 

tv' - ivo' = - ayCy dx -h xdy) = - a[xy - Xo yo]. 

Wird also unter Voraussetzung dieser Kraft die Masse n^ von einem 
Punkte Xo , y© ™i^ derfieschwindigkeit v^, in beliebiger Richtung in 
der Ebene x , y hinausgeworfen, so erreicht sie in der gleichseitigen 
Hyperbel 

xy = c 

immer dieselbe Geschwindigkeit. 

Ist b nicht gleich a, so muss man die Aufgabe in anderer 
Weise behandeln. 

81. Die Kräfte, welche in der Natur vorkommen , sind meist 
nach bestimmten Punkten gerichtet, Anziehungs- oder Abstossungs- 
kräfte, und dabei Functionen der Entfernungen des bewegten Punk- 
tes von diesen Punkten. 

Sind A, B, C . . 1 . solche Anziehungs- oder Abstossungsmit- 
telpunkte, welche als unbewegt betrachtet werden; sind zur Zeit t 
die Entfernungen der bewegten Masse m von diesen Punkten 

r , . Vj , r2 5 r^ . , . . 
und niy , mg)' , my", mg?'" .... 

r ri rg rs* 

die Kräfte , welche von diesen Kraftmittelpunkten aus auf die Masse 
m übergehen, und welche in den Richtungen r, r^ , r, . . . liegen, 
so ist die Arbeit dieser Kräfte bei einer Verschiebung der Masse 
um d s 
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r Ti ra rg 

WO dr« dr^ , dr, . .. . die Projectionen von ds auf die Richtungen 
r, r^ , r, . . . . sind , and also 



oder wenn man 
setzt, 



— JmVo' = m/(a) dr + ö)' dr^ -f-y^dr, ), 



Jmv' — imv/ = m^[F -F ], 

wo die Summe auf die analogen Glieder für alle Anziehungspunkte 
auszudehnen ist. 

Es ist also hier die lebendige Kraft der Mas«e m an irgend 
einer Stelle x, y, z vollständig bestimmt, wenn man sie für eine 
andere Stelle Xq , y^, Zq kennt. Aendert man die Richtung von v^, 
ohne aber die Grösse oder Xq, yo, z^ zu ändern, so wird die Bahn 
eine andere werden, aber die Geschwindigkeit v dieselbe werden wie 
früher an einer Stelle, für welche 

denselben Werth hat , wie früher. 

Aufgaben über die krummlinige Bewe^ng. 

a. Die Bewegung eines schweren Körpers in einem widerstehenden 

Mittel 

82." Mit den Bezeichnungen in Nro. 56, wo der verticale 
Fall im widerstehenden Mittel untersucht ist, hat man die Com- 
ponente der Kraft in der Richtung der Bewegung, wenn z die Rich- 
tung vertlcal abwärts bezeichnet 

mgcos(v,z) — mw 

und die Componente normal zur ]ßahn, nach dem Rrümmungsmittet- 
punkte 

ra g sin (v, z). 

Damit werden die Gleichungen (11, Nro. 69) 

dv 

^ = gcos(v,z) — w und (a) 
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— = gsin(v,z). (b) 



Setzt man in der letzten Gleichung far 

— seinen Werth V-^j 

^ ds 

so wird die letzte Glejchnng 



, d (v, z) . / \ / \ 

• ~v»-A|^^gsin(v,z), (c) 

oder wegen _ ^s 

''"■'dt 

- V -^^ = g sm (v, z). (d) 

welches die Formel (10) in Nro. (57 ist. 

Die Gleichung (c) zeigt, weil v' immer positiv, und die rechte 
Seite auch immer positiv sein muss , dass der Winkel (v, z) immer 
abnimmt, wenn man längs d^rBahn fortgeht. Dieses Abnehmen 
des Winkels (v,z) geht fort, so lange v, z noch nicht gleich Null 
ist, und nähert sich dieser Grenze, das heisst, die Bahnrichtüng 
nähert sich als Grenze der Verticalen abwärts. Ist diese erreicht, 
so gibt die Gleichung (c) 

ds 
und nun ändert sich die Richtung der Bahn nicht mehr. 

Es kann also kein Gesetz des Widerstandes geben, welches 
dem Körper eine rückgängige Bewegung in horizontalem Sinne vor- 
schriebe.« 

d(v,z) 
Da hiemach ' immer negativ ist, so muss v selbst aus 

Gleichung (d) immer positiv bleiben. Sollte v = werden , so 

kann das nur für . 

V, z = w 

der Fall sein, wofür sich dieser Winkel (v,z) nicht ändert; es findet 
diess bei dem vertical aufwärts geworfenen Körper Statt 

Für einen schief aufwärts geworfenen Körper ist v,z anfang- 
lich ein stumpfer Winkel. Damit ergibt die Gleichung (a), dass van- 

7t TT 

fänglich und jedenfalls so lange v, z > - ist, abnimmt. Für (v,z) = -, 
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also f&r den Pnnkt der Bahn , in welchem die Tangente horizontal 
ist, oder im höchsten Punkte der Bahn ist 

dv__ 

"dt"" ^ 
and die Geschwindigkeit nimmt also noch immer ab , bis das nun 
positive gcos(v,z) = w wird. Hier, also in dem abwärts steigen- 
den Therle der Bahn wird 

^ dt 

nnd also die Geschwindigkeit ein Minimum. Von hier an nimmt 
die Geschwindigkeit zn, damit nimmt der Widersand w zn, und es 
fragt sich nun , ob w wieder gleich g cos (v, z) werden könne , in 
welchem Falle die Geschwindigkeit einen grössten Werth hätte und 
dann abnehmen würde. Schreibt man die Gleichung (a) 

gCOS(v,z) =:^-|-W, 

80 müsste fär ein abnehmendes v zugleich w abnehmen, während 

dv 
das negative 3-- absolut genommen, zunehmen müsste; die erste 
dt 

Seite der Gleichung würde daher abnehmen, während die linke Seite, 
weil V, z^ hier 0in spitzer Winkel ist, welcher nach und nach kleiner 
wird, zunimmt. Diess kann also nicht eintreten , und es kann in 
dem abwärtssteigenden Schenkel der Bahn kein Maximum der Ge- 
schwindigkeit auftreten , wohl aber wird die Geschwindigkeit immer 
mehr wachsen und sich der Grenze nähern, bei welcher der Luft- 
widerstand dem Gewichte des Körpers gleich- ist. Dabei J^itt dann, 
wenn zugleich die Bahn vertical geworden ist, eine gleichförmige 
Bewegung mit dieser Geschwindigkeit ein. Nur dort, wo kein Wider- 
stand ist, wächst die Geschwindigkeit ins unendliche. 

Ist V anfänglich sehr gross, so tritt die Bedingung des Mini- 
mums der Geschwindigkeit 

g cos (v, z) := w 
nicht ein, bis die Bewegung vertical und gleichförmig geworden ist. 
Dort nimmt also die Geschwindigkeit während der ganzen Dauer 
der Bewegung immer ab und nähert sich derselben Endgeschwindig- 
keit, wie oben , immerwährend. 
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Die Bahn hat eine in endUcher Entfernung liegende verticale 
Asymptote. Man hat nämlich aus (d) 

d (v, z) _ ___ g8in(v,z) 
dt V - 

was mit dx . ^ ^ 

— =ivsm(v,z) 

combinirt, in welcher Gleichung x die horizontale Abscisse des ge- 
worfenen Körpers zur Zeit t in der Ebene der Bahn bedeutet, gibt 
d(v,z) g 

dx . v' . . 

dx= v'd(v,z). 

Ist nun a der anfängliche Werth von (v, z), und wie. oben gefunden 
Null der Endwerth von (v, z), so wird 



'v^d (v, z) = — a-v^ ' 






wo Vm eine Geschwindigkeit ist, welche zwischen den äussersteii 
Werthen von v liegt, und also d«m früheren zufolge endlich ist Es 
ist also die Abscisse^ dieser verticalen Asymptote vom Ausgangs- 
punkte des geworfenen Körpers eine endliche. 

b. Die Bewegung einer Masse m, welche gegen einen Fixptmkt A 
durch eine Kraft angezogen wird,, welche dem ftuadrate der Ent- 
fernung Am umgekehrt proportional ist. 

83. Die Bewegung ist eine Centralbewegurig, deren Ebene durch 
die anfängliche Geschwindigkeit und durch den Anziehungsmittel- 
punkt *A geht. Ist die Kraft bei der Entfernung r <ier Masse m 
vom Fixpunkte A gleich 

k- 

so gibt der Satz von der Arbeit (Nrö. 78, Beispiel c) die Geschwin- 
digkeit 

2 2k r2k ^ 2\ .. 

v^ = --(--v,^J. (a) 
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2k 
Hier ist — das Quadrat der Geschwindigkeit, welche die Masse 

m unter der Einwirkung der vorhandenen Kraft erlangt, wenn sie 
aus unendlicher Entfernung in die Entfernung r gebracht ist , und 

k 
m — die erhaltene lebendige Kraft 

Da v' immer positiv sein muss, so kann r jeden absoluten 
Werth annehmen, wenn 

2k , 

r ^® 

negativ ist,, oder wenn die anfängliche lebendige Kraft $ mvo ' grös- 

k 

ser ist als m — , die lebendige Kraft, welche die Masse bei Annähe- 
re 

rung aus unendlicher Entfemupg in ,die Entfernung ro erhalten 

hätte. Ist dagegen 

i^2k 
Vo*< — , 

so muss 2k^ 2k • 

r = ro 
sein und also r nicht grösser als 

2k 



2k , 

»0 



werSen. 

Die Bewegung ist eine Centralbewegung um A, daher die 
Flächeögeschwindigkeit constant. Setzt man den Winkel, den r 
zur Zeit t mit einer con^tanten- Richtung Ax in der Ebene der Be- 
wegung bildet, diesen von Ax weg in der Richtung der Bewegung 
gemessen gleich q>,\ so ist hiernach 

''5? = «'- 0.) 

WO c' die constante Flächengescbwindigkeit ist (Nro. 75). 

Die Geschwindi^eit v hat nach r und rechtwinklidi darauf die 
Componenten ^ 

dr ^ da^ 
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womit , , /^^^V . a/^dcp-x' /dr\' c* .. 

sich ergibt. 

Aas (b) und (c) erhält man 

v'_ dr» + rMg)V 
c*"" rMy' 
was in (a) substituirt, wenn man noch dort 
2k _. .^, 



^~Vo»=+h' 



setzt, gibt 



r. 







.dr'H-T'dy' 2k _^, 

5 r^ — r^^ = — + h% woraus 

r*d5p' r 



c'dr r*^^ 

r r' c* Vr cV 

Hier ist das obere Zeichen vor der Wurzel zu nehmen, so 
lange r zugleich mit g> wächst, andernfalls das untere. Der üeber- 
gang findet dort statt, wo 

-dy 
wird, oder also die B,ahn den Vector r rechtwinklich durchschnei-. 
det,und ein Maximum oder Minimum der Entfernung von A erreicht 
ist. Diess findet statt, wenn 



5 = ± V -i + h' oder 

r c' . c* 



r = 



ist. Zu bemerken ist, dass die Wurzel jedenfalls reell sein muss, 
da ohne das gar kein Werth von r möglich wäre, für welchen 

-^ reell würde, 
dr 

Der obigen Differentialgleichung entspricht 

c V k _ -t /k\Z 

7~'c^- V ;jf4-h'.cos(9)-y). 
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WO / eine Constante ist, nnd zwar entspricht diese Gleichung bei- 
den Zeichen der obigen Differentialgleichung, wenn man / so be- 
stimmt, dass für r gleich dem oben bezeichneten Ausgezeichneten 
Werth y— y gleich Null oder n wird. Dann nämlich wird so lange 
g)— y zwischen und n liegt r abnehmen, wenn y—y zunimmt, 
was also dem untern Zeichen der obigen Gleichung entspricht ; da- 
gegen wird r zunehmen mit 9), so lange if—y zwischen n und 27r 
liegt. 

Aus dem gefundenen Integrale findet man 
_ c^ 

-^-4-y^,Th^cös(g)-^y) 

Setzt man hier 



V 



__c*h^ c* 

1 4- -p- = e und Y = a(l -e^) (e) 



woraus "k 

folgt, so wird die obige Gleichung der Bahn 

a(l-«^) 



l -f-«cos(y— y) ^^ 

welches die Gleichung eines Kegelschnittes ist, und zwar einer 
Ellipse, wenn « < 1 ist, d. h. für das obere Zeichen, einer Parabel, 
wenn « = 1 ist und einer Hyperbel, wenn e > 1 ist. 

Welche von diesen drei Kurven die Bahn ist, hängt somit da- 
von ab, ob h' das -f- oder — Zeichen hat, oder ob es Null ist. 
Diess ist aber der Reihe nach der Fall, wenn 

— ~Vo'=±h^ 

grösser oder kleiner als Null oder dieses hängt also nach dem frühe- 
ren davon ab, ob die lebendige Kraft der Masse m in der Entfernung 
r^ vom Anziehungspunkte kleiner, gleich oder grösser ist, als die, 
welche diese Masse durch die vorhandene Anziehungskraft bei der 
Anziehung aus unendlicher Ferne bis in die Entfernung r^ erlangt 
hätte. Die Richtung der Geschwindigkeit Vq kommt hjerbei gar 
nicht in Betracht, wohl aber hat sie Einfluss auf die Excen- 
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tricität der Bahn e, welche von der Flächengeschwindigkeit, oder 

von 

c^ = VoroSin(vp,ro). 

abhängt. 

Man sieht aus der gefundenen Gleichung der Bahn , dass der 

Anziehungsmittelpunkt der eine Brennpunkt des Kegelschnittes 

ist. Die eine Halbaxe der Linie ist 

h* • 
und zwar ist diess bei der Ellipse die halbe grosse Axe. 

Für^die Bewegung in einer Parabel muss h* = werden; da- 
mit nimmt die obige Gleichung eine unbestimmte Form an. . Man 
findet aber leicht direct 

"^^ka + cosEy-y])' ^^^ 

Um noch die Goordinaten in Function der Zeit za finden, 
kann man in (c) fiir v^ seinen Wertb ans (a) setzen, wodurch man 

2k 



/•drY_2k 
\dtJ ~ r 



+ t'-^ 



erhält, wobei, wenn man sich auf die elliptische Bewegung be- 
schränkt, was für das Weitere geschehen soll, das obere Zeichen 
zu nehmen ist Man könnte diese Gleichung wie oben behandeln, 
schlägt aber gewöhnlich folgenden Weg ein. Da r zwischen a (1 — e) 
und a(l +«) liegt, so kann man setzen 

r==a(l — ecosu) (h) 

wo u eine Hilfsgrösse ist, welche mit y — y zugleich wird und zu- 
gleich mit diesem 7t , und welche die Astronomen die excentrische 
Anomalie nennen, während sie dem oben gebrauchten Winkel y — y 
den Namen der wahren Anomalie geben. ' Sdbstituirt man diesen 
Werth , so erhält man 

- dt = a y --j-.(l — eco8u)du. 

Das Integral dieser Gleichungen wird, wenn man a 

mit — bezeichnet 
n 



y t2 
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nt = u — esinn (k) 

wobei vorausgesetzt ist, dass t von dem Augenblicke an gezählt 
werde, in dem u = ist, also die Masse m die kleinste Entfernung 
a (1 — e) von A hat. 

Aus (k) findet man für irgend eine Zeit u, dann mit Hilfe 
von (h) r und darauf ans der Gleichung der Bahn den Winkel 

' Die ganze ümlaafszeit findet man aus der Gleichung (k) f&r 
u = 27r 

-T^^-VT- . 0) 

« 

Man kann diese Umiaufszeit auch aus der Flächengeschwin- 
digkeit finden ; es ist nämlich die von dem Vector in der Zeit r 
beschriebene Fläche gleich der ganzen Ellipse =n&^Vl —e^; da- 

^^"^ 27ra'Vir=r? = c'r, 

was mit den Gleichungen (e) 

k 
wie oben ergibt. 

0. Die Kraft, welche die Planeten in ihren Bahnen erhUt 

84. Aus den vorhandenen Beobachtungen der Planetenbewegun- 
gen hat Kepp 1er die Gesetze bestimmt, nach welchen diese Bewe- 
gungen erfolgen; diese Eepp 1er* sehen Gesetze sind folgende : 

1) Die Planeten beschreiben ebene Curven, deren Ebenen durch 
den Mittelpunkt der Sonne gehen , und die von den Planeten nach 
dem Mittelpunkte der Sonne gezogenen Vectoren beschreiben 
Bäume, welche für denselben Planeten der Zeit proportional sind. 

2) Die Planetenbahnen smd Ellipsen , deren einer Brennpunkt 
der Mittelpunkt der Sonne ist. 

3) Die Quadrate der ümlaufszeiten der Planeten um die 
Sonne verhalten sich wie die dritten Potenzen der grossen Axen 
ihrer Bahnen. 

Es sollen aus diesen Gesetzen die Kräfte bestimmt werden, 
welche die Planeten bewegen. 



ID 
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Das erste Gesetz zeigt üDmittelbar, dass die Bewegung eines 
Tlaneten um den Sonnenmittelpankt eine Centralbewegnng ist 
(Nro. 75) , und dass also die bewegende Kraft fär Jeden Planeten 
nach dem Sonnenmittelpqnkt gerichtet ist. 

Die Gleichung der Bahn ist in Polarcoordinaten r nnd 9 , wel- 
che vom Sonnenmittelpankte ausgehen 

a{l-«') 

l + € COS 9) 

Die bewegende Kraft liegt in der Richtung von r, wie wir oben 
gesehen haben. Diese Kraft muss, wenn m die Masse des Planeten 
i&t, nach der ersten der Formeln (13 in Nro. 72) 

sein, wobei noch «dcp , z v 

r^^=c^ (c) 

die constante Flächengeschwindigkeit ist. Die tjrleichung (a) gibt 
dr _ a(l — «')«siny dg)__ r^gsiny ^ 
dt"" (i + €COsy)* ' Tt "~a(l— €*)*r' 

= —TZ -T sin q> und damit - 

d*r_ c'e d(p __ c*£Cosg) 

dt^"~ a(l - e') ''''^*'' dt ~ a(l - 6*)r^ ' 
Wird dieser Werth in den Ausdruck (b) der bewegenden Kraft 
substituirty-so erhält man für diese > 

[ c*gcosy c*l ___ ^ c* ^,x 

a(l-6')r»"~7^J """"""aCl-^Or'' ^^ 

Die Kraft wird negativ, weil sie nicht in die Verlängerung von 
r, sondern von dem Planeten gegen die Sonne gerichtet ist , eine 
Anziehungskraft der letztern; sie ist, wie man sieht, bei demselben 
Planeten umgekehrt proportional dem Quadrate seiner jeweiligen 
Entfernug von der Sonne. " 

Nennt man r die Umlaufszeit de^ Planeten, so hat man, wie 
aus der Fläche der Ellipse sich eingibt (ßlehe die vorhergehende 
Aufgabe am Ende) 

Holtzmann, tlieoret. Mechanik. 6 
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womit die bewegende Kraft (ohne Zeichen) 

47r«a» 1 

m. ; — .— 

r' r* 

wird. 

Setzt man diese Kraft, wie in der vorhergehenden Aufgabe 
gleich k 

"^' 

seist , 47T^a' 



und daher nach dem dritten Keppler* sehen Gesetz für alle Plane- 
ten dieselbe Grösse. Die anziehende Kraft der Sonne ist daher 
för jeden Planeten 

mk • 

r' ,' . 

und unterscheidet sich von einem zum andern nur durch die ver-^ 
schiedenen Massen der Planeten und ihre verschiedenen Entfer- 
nungen. Für die Masseneinheit reducirt auf gleiche Entfernungen 
ist die Anziehungskraft für alle Planeten gleich gross. 

d. Eine Masse m bewegt sich in einem Kreise vom Halbmesser a; 

sie wird durch eine Kraft gegen einen Funkt der Peripherie ange- 

zogen; wie gross ist diese Kraft? 

86. Zählt man die Polarcoordinaten r. und (p von dem An- 
ziehungspunkte und der durch diesen gehenden Berührungslinie des 
Kreises, so ist die Gleichung des Kreises 
r = 2 a sing). 

Die Bewegung ist eine Centralbewegung, daher die Flächen- 
geschwindigkeit constant; sie sei c^ Damit ist dann 

r? 3^ = c' und 
dt 

dr _ c^ c?. coscp 

---- =2aC0Sa). -r = ;r : — ~-, 

dt , ^ r» 2a siny' ' 

d^r_ c' sin y' -f- 2 cos g)^ c' 

dt» """2^1 siny» V 

4a'c* , „ 

= r5—(H"C0sy'). , 
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Die Kraft liegt der Richtung r entgegen und ist (Nro. 7ö) 

[4a'c* : ,. c*l 



c* 



= m .— g [4 a^ (1 4- cos g>*) 4- r'] 

Sa^c* 
. = m. — 5 — . 



Die Kraft ist also der fünften Potenz der Entfernung der 
Masse vpm Anziehungspunkte umgekehrt proportional. 

Ist die Geschwindigkeit für y = — , wo r = 2 a ist , gleich v^, 
so hat ilian 2 a v^ = c^ 
Die Gleichung 

dt 
gibt c^dt = 4ä*sin9*dy, woraus 

c* t = a^ [2 gp — 2 ;r — sin 2 y] , 
wenn man t von dem Zeitpunkte zählt, in welchem die Masse durch 
den von A entferntesten^ Punkt seiner Bahn geht. Für die Z^it, 
welche verfliesst, bis die Masse nach dem Anziehungspunkt gekom- 
men ist, erhält man tut g> = 27i 

■ B.7W 

dort würde aber die Geschwindigkeit unendlich gross. 

e. Eine Masse m bewegt sich in einer gegebenen Curve relativ gegen 

einen Punkt B , welcher selbst wieder eine zweite jg^egebene Curve 

durchlauft, ^eide Curven werden nach gegebenen Gesetzen dtirch-^ 

laufen. Die Kraft zu bestimmen, welche die Masse m bewegt. 

86. I<^immt man ein rechtwinkliches Coordinatensystem 
Ax, Ay, Az an, legt man durch den bewegten Punkt B ein zweites 
Bx^By^ Bz' par-allel zu dem ersten, und setzt man dieCoordinaten 
der Masse m zur Zeit t bezüglich auf das erste Coordinatensystem 
X, y, z; bezüglich auf das zweite x', y', z' und zugleich die Coor- 
dinaten von B gleich a, b, c, so ist 

6» 
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x = x' + a; y = y'-hb; z=äE'-hc 
und also 



1 



d'x 

"'dt'= 


m 


d'x' 
dt' 


+ m 


d'a 
dt" 


d'y 
""dt' = 


m 


d-'z' 
dt' 


4-m 


d'b 
dt" 


d'z 
"'dt' = 


m 


d'z' 
dt' 


+ m 


d'c 
dt' 



m-jTj, m -r-^ and m ^--5 sind die Componenten der bewegenden 

Q V Q L Q V 

Kraft nach den Goordinatenaxen. Diese kann man zerlegen je in 

d'x' d'a 

m -TTf und m -j-j und so für die andern Azen« Setzt man die Kräfte 

ü t ' a t- 

d'x' d'y' d'z' 
m -T-T , m -rri , ^ -ttt zusammen, so erhält man die Kraft, welche 
dt' dt- dt' 

der Masse m ihre relative Bewegung nm B ertheilt, wie wenn B 

unbeweglich wäre. 

Zu dieser Kraft kommt dann noch die zweite, deren Componen- 

d'a d'b d'c 
ten m -7--; , m -ttö » ^ in ^^^ > welche einer Masse m in B die Be- 
dt' dt' dt' 

wegong von B ertheilen würde, und welche, dieser letzten Elraft 
paraUel ist. 

Bewegt sich z. B. B gleichförmig in einem Kreise vom Halb- 
messer a, und um diesen Punkt, relativ gegen ihn die Masse m 
ebenfalls gleichförmig in einem Kreise vom Halbmesser r; ist 

a -^ die constante Geschwindigkeit des Punktes B und 
dt 

r -^ die constante relative Geschwindigkeit der Masse m gegen 
dt 

die durch B gelegte AxeBx', so wird diese Bewegung hervorgerufen 

durch das Zusammenwirken zweier Kräfte, von welchen die eine 

mrf-j~-Y ist, welche 

die Richtung niB hat, während die andere 

ma r 

ist und parallel mit B A geht. 



"•(^) 
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Die unfreie Bewegung eines Punktes. 

87. Ist ein materieller Punlt durch eine Bahn, aas weicher er 
nicht heraustreten kann, gehindert, frei den ihn bewegenden Kräften 
za folgen« so sagt man, seine Bewegang sei eine unfreie. Eine 
solche ist z. B. die eines schweren Körjpers der anf einer schiefen 
Ebene hinabgleitet; eines schweren Körpers, der an einem Faden 
aufgehängt sich bewegt, der dabei dnrch den Faden gezwungen ist, 
sich in einer Kugellläche zu bewegen , deren Halbmesser die Länge 
des Fadens hat. 

Von der unfreien Bewegung wird man zu einer freien Bewegung 
übergehen, wenn man die vorgeschriebene Bahn wegnimmt, und da- 
für in jedem Zeitpunkte eine weitere Kraft auf den Körper einwirken 
lässt, welche die Wirkung der Bahn ersetzt. Damit haben wir 
dann zwei Kräfte, welche auf den bewegten Punkt wirken, erstlich 
die bewegende Kraft und zweitens den die Bahn ersetzenden 
Widerstand der Bahn. Der letzte mu«s so bestimmt werden, 
dass diese beiden Kräfte zusammen ohne Bahn dieselbe Bewegung 
als freie hervorrufen, welche wir als unfreie beim Vorhandensein 
der Bahn durch die bewegende Kraft hervorgebracht sehen. 

Setzt jnan die beiden Kräfte, die bewegende Kraft und den Wi- 
derstand der Bahn zu einer Kraft zusammen, so wird diese für sich 
allein wieder dieselbe Wirkung haben, wie die bewegende Krafl und 
die widerstehende Bahn. Diese Kraft, alsa die Resultirende aus der 
bewegenden Kraft und dem Widerstände der Bahn nennt man die 
Effectivkraft. 

88. Ist die Bewegung bekannt, so lässt sich diese Effectivkraft 
bestimmen. Ist z. B. die Bewegung auf. drei aufeinander rechtwink- 
liche Coordinatenaxen bezogen, und sindz, y, z die Coordinaten 
des bewegten Punktes zur Zeit t und ist m seine Masse, so sind die 
Componenten der Effectivkraft nach den drei Coordinatenaxen 
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d^x d'y d*z 
°^dr-"^dT?'°^dP' 



P 

y 
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sina — /lecosa negativ, so nimmt die Geschwindigkeit ab und wird 

Null für 

Vg = gt(/itcosa — sin«). 

Dort bleibt dann der Körper liegen, und fangt nicht etwa eine Be- 
wegung nach oben an , da die Reibung nur ein Widerstand gegen 
eine bestehende Bewegung ist , nicht aber selbst Bewegung hervor- 
bringen kann. 

Bewegt sich der Körper aufwärts, und sind die x in der Linie 
des stärksten Falls nach oben gezählt, so hat man 

^ = g(— sinof — ^eosa), , (e) 

woraus die Geschwindigkeit 

— =:vp— gt(sina-f-jucos«) (f) 

folgt, wo Vo die Geschwindigkeit für t = ist. Für 

Vo = g t (sin a -4- jucos a) 
wird die Geschwindigkeit Null , und von da an bleibt der Körper 
entweder liegen oder er fangt an abwärts zu sinken, für welche Be- 
wegung die Gleichung (d) gilt. Das' erste findet statt, wenn 
ju cos a "^ sin a, wie vorhin gezeigt wurde. 

Ist die anfangliche Geschwindigkeit Null, so bleibt der Körper 

in Ruhe , so oft 

/u cos «^ sin« ist, sooft 

ju^tan« ist. 

Den Winkel a, dessen Tangente der Reibnngscoefficient gleich 
ist, bei dem also ein ruhender Körper eben noch nicht anfangt her- 
abzugleiten ^ nennt man auch den Ruhewinkel. 

Hat di« Masse m eine Anfangsgeschwiqdigkeit, welche nicht in 
der Richtung der Axe x liegt, so wird die Bewegung in der Ebene 

z = 
erfolgen. Von den Bewegnngsgleichungen bestimmt die letzte auch 
hier den Widerstand der schiefen Ebene normal zu ihr 
N^ = — mgcos«. 

Findet gleitende Reibung statt , ' so ist d^ Widerstand der 
Bahn tangentiell sin sie gleich dem Normaldrucke mg cos a multi- 
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plicirt mit dem Reibnngscoefficienten, nnd liegt in dör Bichtang der 
BerührangsÜDie an die Bahncurve der Bewegung entgegen. Be- 
zeichnet man daher mit d s ein Element der Bahn bei x» y, so ist 

N = — i*mgco8a,-T- und N = — -umgC08a*-r^, 

• * • QS 7 * -ds 

wodurch die Bewegungsgleichungen 

d^x dx 

m -7—5 = mgsma — umgcosa-;— 

dt* ^ '^ ® dt 

und' d'y dy 

"^d?="~^°^^'^'*d^ 
vollkommen bestimmt werden. 

Ist (A gleich Null, findet also keine Reibung statt, so ge- 
schieht die Bewegung in einer Parabel, deren Axe der Axe derx 
parallel ist. 

89. . Bei jeder freien Bewegung liegt die bewegende Kraft in 
der Osculationsebene der Bahn, und lässt sich daher in zwei Com- 
ponenten nach der Tangente an _ die Bahn und nach dem Krüm- 
mungsmittelpunkte zerlegen. Dasselbe gilt für die Effectivkraft 
bei der unfreien Bewegung; ist diese E und v die Geschwindigkeit 
des Mobils, so ist (11 pag. 51) 

dv 
Ecos(E,v) = m-Tr, 

€i1< 

v' 
Esin(E,v) = m — . 

Zerlegt man nun die bewegende Kraft P und den Widerstand 

N der Bahn nach den Richtungen v, durch den Krummungsmittel- 

punkt und rechtwinklich auf beide nach n, so hat man, weil £ die 

Resnltirende von P und N ist, 

dv 
Eco8(E,v) = Pcos(P, v) -|-Ncos(N,v) = m-j- , 

v' 
E sin (E, v) = Pcos (P, ^) -h N cos (N, (i) = m — , (18) 

= Pcos(P,n) 4- Ncos(N,n) = 0. 
Hier sind N 00s (N, (f) und N cos (N, n) die Gomponenten des 
Normalwiderstandes der Bahn , und ebenso P cos^ (P, q) und * 
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P C08 (P»n) die Componenten der bewegendes Kraft normal auf die 

Bahn. Setzt man diese beiden Componenten von N und ebenso 
diese beiden Componenten von P zusammen zu dem normalen Wi- 
derstände N^ und der normalen Kraft P^ , so hat man den normalen 
Widerstand N^ gleich und entgegengesetzt der Resultirenden aas 

v' 
P4 und der Kraft — ■ m — in der Richtung gegen den Krümmungs- 
mittelpunkt oder also der Kraft 

v' 
4-m — 

in der' Richtung des verlängerten Krümmungshalbmessers. Diese 
Kraft^ die entgegengesetzte der Centripetalkraft nennt man die 
Centrifugalkraft Sie entsteht dadurch, dass die Masse m ver- 
möge der Trägheit nach der Tangente an die Bahn fortgehen will, 
und daher dem Fortgehen auf der gekrümmten Bahn mit einer 
Kraft widerstrebt, welche der hierzu erforderlichen Centripetalkraft 
gleich aber entgegengesetzt ist. 

Ist etwa Reibung bei der Bewegung vorhanden, so ist 
N cos (N, v) = — jiaNi , 
wo für N^ der absolute Werth zu nehmen ist. Ist dagegen die Bahn 
vollkommen glatt^ so ist 

N.cos(N,v) = 0. 

90. Die GleichuQgen (18) setzen voraus, dass die Bahn eine 
vollständig vorgeschriebene ist ; für die Bewegung auf einer Fläche 
ist diess nur theilweise der Fall , und hier wird die Bahn einen Wi- 
derstand rechtwinklich auf die Fläche und tangentiell der Richtung 
der Bewegung entgegen leisten können. Es muss also hier die Re- 
sultirende aus 

v' 
Pcos(P,p) — m— undPcos(P,n) 

rechtwinklich auf der Fläche , und zwar wenn diess die Oberfläche 
eines festen Körpers ist, in diesen gerichtet sein , während der Wi- 
derstand der Bahn N^ rechtwinklich auf die Fläche nach aussen ge- 
richtet sein muss. Diess gibt eine weitere Bedingungsgleichung an^ 
welche mit den drei Bewegungsgleichungen (18) und dem Verhält- 
nisse,^ das die Besonderheit der Bahnfläche zwischen N cos (N,v) 



Die unfreie BeweipiDg eines Punktes. 91 

und Nt einfuhrt die Bewegung und den Widerstand N vollständig 
bestimmt 

Beschreibt z. B. ein schwerer Körper von der Masse m in einer 
hohlen Kugelschale vom Halbmesser 1 einen horizontalen Kreis vom 
Halbmesser a mit der Geschwindigkeit v, so ist der Krümmungs- 
halbmesser der Bahn gleich a, und weil die bewegende Kraft mg 
vertical ist, 

P cos (P, (») = ; P cos (P, n) = m g. 

Die Resultirende aus 

mv* 
und mg 

muss daher hier rechtwinklich auf die Kugelschale und zwar in der 
Verlängerung des Halbmessers 1 der Kugel liegen, l^ennt man 1 
die Richtung des nach m gezogenen Halbmessers, so mus^ hierzu 

sin((>,i) + mgsin(g,l) — 



sein, oder v^ Vi* — 



a 



= g-r oder 



a' 1 ^ l 

V* a* 

sem. 



Der Normaldruck auf die Kugelschale wird 



°^v* / l^ . / i\ ™v' a , ^ Vi' — a' 

— cos((»,l)-f-mgcos(g,l)= — --.—-hnig j 

o . a i i 



-™LT+— r— J = 



mg 



YlTI 



a 



91. Ist eine bewegende Kraft nicht vorhanden, oder ist sie 

selbst tangentiell an die Bahn, wie z.B. der Widerstand des Mittels, 

in welchem sich 4er Körper bewegt, so ist der normale Widerstand 

der Bahn gleich , 

mv^ 

Q 

und liegt daher in der Osculationsebene der Bahn selbst; diese Os- 
culationsebene wird daher hier immer rechtwinklich auf der Fläche 
sein , in welcher die Bewegung erfolgen muss , und die Bahn wird 
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daher die kürzeste Linie auf dieser Fläche zwischen zweien ihrer 
Punkte sein. 

92. Der Druck des bewegten Körpers anf die Bahn 
wird dem Widerstände der Bahn gleich und entgegengesetzt sein. 
Man erhält daher die Componenten dieses Drucks » wenn man — N 
für N in obigen Formeln setzt. Damit erhält man 

Ncos(N,v) = Pcos(P,v)-m^, 

N cos (N, e) = PiDos (P,^) - m — , (19) 

N cos (N, n) = P cos (P, n) . 

Die dritte Gleichung sagt, dass der Druck auf die Bahn recht- 
winklich zur Osculationsebene gleich der Componenten der be- 
wegenden Kraft in dieser Richtung ist. 

Die zweite Gleichung gibt den Druck , welchen die Bahn in der 
Richtung gegen den Krnmmungsmitteipunkt erleidet; dieser Druck 
muss» damit der bewegte Korper an der Fläche oder in der vorge- 
schriebenen Bahn bleibt, stets gegen diese gerichtet sein; ist er 
Null , so erleidet die Bahn in dieser Richtung keinen Druck ; ist er 
von der Bahn weg gerichtet, so ist kein Hindemiss vorhanden, 
welches das Weggehen des Körpers von der Fläche oder aus der 
Curve nicht erlaubte. 

Geht der Körper auf der convezen Seite der Fläche oder der* 
Gürve, in welcher er bleiben soll, so geht ^ nach der-concaven 
Seite und Neos (K,^) muss daher positiv sein, wenn der Körper an 
der Flächet>der in der Curve bleiben soll ; es muss daher P cos (P, ^) 

V* 

positiv und grösser als die Centrifugalkraft m ^- sein. 

Bewegt sich dagegen der Körper auf der concaven Seite , so 
geht ^ von der Bahn weg, und es muss also das oben bestimmte 
N cos (N, q) negativ sein , wenn der Körper in der Bahn bleiben 
soll , oder es muss 

V* 

m Pcos(P,(») 

positiv sein, was immer der Fall ist, wennP mit dem n^ch dem 
Krömmungsmittelpnnkt gezogenen (»einen stumpfen Winkel bildeti 
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also dar Druck der bewegesden Kraft eine Gomponente in der 
Verlängerung von ^ bat. Ist aber P, ^ ein spitzer Winkel, so muss 
damit der Körper an der Fläcbe oder in der gegebenen Carve 
bleibt, die Centrifugalkrafb grösser s^ein, als die Gomponente 
Pcos(P,(»). 

Der Druck in der Richtung der Bahn selbst ist gleich dem 
Druck der bewegenden Kraft in dieser Richtung, weniger der Kraft, 
welche zur Beschleunigung des Körpers in dieser Richtung verwen- 
det wird, oder die- Gomponente der bewegenden Kraft nach der 
Richtung der Bewegung wird zumTheil zur Beschleunigung in dieser 
Richtung, zum Theil zurüeberwindui^gdes tangentielleu Bahnwider- 
standes verwendet. 

93. Der Satz von der Arbeit (Nro.78) gibt hierfür die 
Effectivkraft E, ftlr welche die Bewegung eine freie ist 

s 

Jmv^ — Jmvo* = y EQ0s(E,ds)ds. 

Da aber die Arbeit der Effectivkraft gleich dejr Summe der Arbeiten 
ihrer Gomppnenten ist^ so hat man, weil die Gomponenten des Wi- 
derstandes der Bahn N cos (N, q) und Ncofr(N, n) rechtwinklich auf 
der Bahn oder d s stehen , und ihre Arbeiten also Null sind, 

E cos (E,ds) ds = Pcos (P, v) ds -hN cos (N, v) ds 
und also 

s - . .s 

|mv* — imv,^^= /pcos(P,v)ds-H/Ncos(N,v)ds. 

Für eine vollkommen glatte Bahn ist kein tangentieller Wider- 
stand vorhanden und also das letzte Glied gleich Null. In diesem 
Falle findet daher der Satz von der Arbeit, wie er in Nro. 78 auf- 
gestellt wurde, mit seinen Folgerungen statt, ohne dast; man hierbei 
den Widerstand der Bahn irgendwie zu berücksichtigen hat. 

Ist dagegen ein tangentieller Widerstand vorhanden, z. B. 
gleitende Reibung» so ist 

Neos (N,v) = jitN| 

wo Ni der Normaldruck auf die Bahn und fA der ReibungscoefBeient 
ist; und 
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4mv*-4rav/=yPco8(P,v)ds— y^tN^dß. (20) 

So «0 

Hier ist also die Arbeit der bewegenden Kraft auf dem Wege von 
Sq bis s gleich der Arbeit, welche, zür üeberwindung der Reibung er- 
fordert wird , mehr der gewonnenen lebendigen Kraft der Masse m. 
Hier lässt sich aber die Geschwindigkeit nicht mehr unmittelbar 
durch obige Gleichung bestimmen, weil N^ von der GentrUngalkrafb 
und damit von der Geschwindigkeit abhängt. 

Bewegt sich eine schwere Masse m ohne Reibung auf ieiner 
beliebigen Fläche; ist v^ ihre Geschwindigkeit bei der vertical ab- 
wärts gemessenen Ordinate z^ und vbei der Ordinate z, so hat man 

Jmv^ — Jmv^' = mg(z — Zq) oder 
v^ = Vo' + 2g(z~7j. 
Ist Reibung vorhanden, so wird die Aufgabe viel verwickelter, 
und der Satz von der Arbeit gibt die Geschwindigkeit nicht anmit- 
telbar ; bewegt sich die Masse in einem :(rerticalen Kreise vom Halb- 
messer r, und zwar auf der_obern Hälfte, auf der convexen Seite, 
'SO ist hei einer Lage der Masse m, welche vom Scheitel um den 
Bogen ^ wegliegt, der Druck normal auf die Bahn 

Nt =mgcosy — n;i— , 
womit obige Gleichung wird 

8 

4v^-4v„»=g(2-2,)-£.y;M8, . 

■o 

mit welcher die Geschwindigkeit ohne weitere Untersuchung der 
Bewegung nicht gegeben ist. 

94. Gleichgewicht findet statt, wenn für jede unendlich 
kleine Verschiebung ,in der Bahnfläche keine Beschleunigung , also 
keine Zunahme der lebendigen Kraft eintritt, und wenn die bewe- 
gende Kraft nicht dahin strebt,- die angegriflFene Masse von der 
Bahnfläche nach der freien Seite hin; zu führen, wenn eine solche 
vorhanden ist. 

Für die Verschiebung in der Bahnfläche gibt diess die Bedin- 
gung des Gleichgewichtes 
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= P COS (P, dß) d s -I- N cos (N, ds) ds. 

löt ein tangentialer Widerstand nicht vorhanden, so wird diese 
Gleichung 

0==Pcos(Pjds)ds- 

Ist die vorgeschriebene Bahn von der Art, dass eine Verschie- 
bung nur in einer Cürve möglich, wenn sich etwa die Masse m in 
einer Röhte bewegen muss, so genügt die einzige Verschiebung nach 
einem Elemente ds dieser Curve, um zu sehen, ob Gleichjgewicht 
vorhanden ist. Diess ist der Fall, wenn die Arbeit für diese Ver- 
schiebung Null ist. 

Hat man eine Fläche, in welcher sich die Masse bewegen 
muss, und aus welcher sie nach keiner Seite hin austreten kann, 
so ist Gleichgewicht vorhanden , wenn für zwei gegen einander ge- 
neigte Verschiebungen ds in dieser Fläche die Arbeit der Kraft 
gleich Null ist; die Kraft P oder die Resultirende aus <len bewegen- 
den Kräften steht dann normal auf dieser Fläche (Nro. 32). 

Ist endlich die Bahn durch eine Fläche vorgesehrieben, aus 
welcher die Masse nach einer Seite hin austreten kann, nicht aber 
nach der andern, so kommt zu diesen beiden Bedingungen noch die 
dritte, dass die Masse durch die Kraft P nicht nach der freien 
Seite der Bahnfläche getrieben wird. Da die Kraft! P nach den 
Bedingungen des vorhergehenden Falls normal auf der Fläche 
steht, so ist diese Bedingung erfüllt, wenn für eine Verschiebung 
ds nach der freien Seite hin der Winkel (P, ds) ein stumpfer, die 
Arbeit 

Paos(P,ds)ds 
also'Yiegativ ist. 

Man kann also sagen: Kräfte sind an eiäem Punkte im 
Gleichgewichte, wenn sie bei keiner zulässigen unendlich 
kleinen Verschiebung eine positive Arbeit geben. 

Ist dagegen ein tangentialer Widerstand , wie Reibung , vor- 
handen, so bleiben die beiden ersten Fälle ungeändert, wenn man 
zu den bewegenden Kräften noch diesen tangentialien Widerstand 
binzunimmt; die Resultirende aus den bewegenden Kräften und die- 
sem tangentialen Widerstände muss fürs Gleichgewicht normal auf. 
der Bahnfläche stehen.^ Bei dem dritten Fälle wird aber bei der 
Verschiebung aus der Bahnfläche hinaus kein Widerstand der Bahn* 
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entgegenwirken, und dort wird daher der obige Satz nicht mehr 
richtig sein; wohl aber wird fiir eine Verschiebung normal zur 
Bahnfläche die Arbeit der bewegenden Kräfte negativ sein m&ssen, 
wenn diese die Masse gegen die Bahn drücken sotten, was förs 
Gleichgewicht nothwendig ist. Man kann also hier den Satz auf- 
stellen, dass fär drei aof einander rechtwinkliche, zolässige Yer- 
schiebnngen, von welchen nothwendig zwei in der Fläche liegen, 
die Summen der Arbeiten der bewegenden Kräfte und des Bahn- 
widersiandes gegen diese Verschiebungen nicht positiv werden dür- 
fen, wenn Oleichgewicht vorhanden sein soll. 

Für die Ruhe der betrachteten Masse ist nur nothwendig, 
dass bei den Verschiebungen in der Bahnfläche die Arbeit des Wi- 
derstandes, der immer diesen Verschiebungen entgegengesetzt, stets 
eine negative Arbeit gibt, überwiegt ^ber die Arbeit der bewegen- 
den Kraft, wozu noch die Bedingung kommt, dass diese die Masse 
nicht vpn der Bahnfläche wegtreibt. Für zwei direct entgegeur 
gesetzte Verschiebungen in der Bahnfläche wird Pcos (P, ds) ds 
einmal positiv und einmal negativ; ist daher 

Pcos (P, d s) ds H- N cos (N, ds)ds 
für beide negativ, so wird die Masse unter dem Einflüsse dieser 
Kräfte and des tangentialen Bahn Widerstandes in Buhe bleiben, da 
der überwiegende Widerstand keine Bewegung hervorbringt. Die 
dritte Bedingung bleibt Pco8(P,ds)ds negativ för eine Verschie- 
bung ds normal zur Bahnfläcbe. Man kann also sagen, Kräfte er- 
theilen einer ruhenden Masse , die aus .einer Fläche nur nach einer 
Seite austreten kann, keine Bewegung mit, wenn die Summen ihrer 
Arbeiten und der Arbeit des Bahnwiderstandes für j£de unend- 
lich kleine Verschiebung in der Fläche und für eine Verschiebung 
nach der freien Seite der Fläche hin normal auf diese nie positiv 
werden. 

Beispiel. Auf einer schiefen Ebene mit der Neigung a gegen 
den Horizont liegt eine schwere Masse m; auf sie wirkt eine Kraft 
P unter dem Winkel /? gegen den Horizont, nach derselben Seite, 
wie a gemessen. Welches sind die Bedingungen des Oieich- 
gewichts ? 

Ist die Bahn vollkommen glatt, ohne Reibung, so hat man für 
.eine Verschiebung ds, welche mit dem Horizonte den Winkel y 



Aufgaben über die uofreie Bewegung. 97 

bildet, für jede zulässige Verschiebung y>«ttnd < 180®-}-«. 
Für eine solche Verschiebung ist die Summe der Arbeiten 

Pcos(/9 — y)ds-l-mgcos(90®-l-y)ds, 
und daher die Bedingung des Gleichgewichtes 
Pcos(/^ — y) — mgsiny;^0, 

woraus P cos ß ^ 

^^' — ;; ^ tan y 

mg--Psin/9< ' 

sich ergibt, so lange y zwischen und 90® Hegt, während von hier 
bis 270® die Bedingung, wegen der Division mit dem hier nega- 
tiven cos y 

Pcos/? ^ 
mg- Psin/? >'"">' 
gilt. 

Der ersten Bedingung wird, da hier tan« der kleinste Werth 
von y ist, entsprochen durch ' - . . 

Pcos/S 
-^ — -- . - ^tanog, woraus 
mg — Psm/? 

P cos (/9 — a) = m g sin « sich ergibt. 

. Der zweiten Bedingung, welche von y = 90® bis y = 180® + a 

gilt, ist aber hierdurch eben so entsprochen, so lange, was bisher 

vorausgesetzt wurde, der Ausdruck linl^s positiv ist, da der grösste 

Werth von tan y in diesem Räume tan a ist. 

Es ist hier vorausgesetzt, iiass Psin/?<mg sei, was immer 

der Fall sein muss, da für Psin/?=mg die Masse m von der Kraft 

P sin ß getragen wird und nicht mehr auf die Bahn drückt. 

Aufgaben über die unfreie Bewe^ng^I 

a. Auf einer verticalen festen Curve gleitet ohnö Eeibnng ein 
schwerer Kdrper herab; Wo verlässt er die Curve? 

95. Der Druck auf die Bahn ist, wenn m die Masse de^ Körpers 

ist, und z vertical abwärts geht , q der Krümmungshalbmesser bei 

der Ordinate z ist 

v' 
m g cos (z, ^) — m — 
Q 

Holtzmann, theoret. Mechanik. 7 
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Die Geschwindigkeit bestimmt der Satz von der Arbeit, 
v2 = Vo^-h2g(z~Zo) = 2g(h-f.z), 
wo v^ die Geschwindigkeit m der Tiefe z^ ist und 

Vo'-2gZo=2gh 
gesetzt ist. Aus beiden Gleichungen folgt 

(»cos(z,^) = 2(h -hz) 

für den Ort, in welchem der Druck Null wird, und an welchem, vor- 
ausgesetzt dass die Curve hier^convex nach oben ist, der Körper 
die Bahn verlässt. Der Ort liegt also dort, wo die Verticalprojec- 
tion des Krümmungshalbmessers der doppelten Geschwindigkeits- 
höhe gleich ist Trägt man also in dem zu untersuchenden Punkte 
M der Curve die Geschwindigkeitshöhe h -f- z vertical aufwärts, und 
zieht durch den so erhaltenen Punkt eine Horizontällinie CD; 
zieht man ferner in M eine Normale zur Curve, welche die Linie 
CD in E durchschneidet; so ist 2XEM die Grösse, welche der 
Krümmungshalbmesser haben miisste, wenn an dieser Stelle die 
Bahn verlassen werden sollte ; ist der Krümmungshalbmesser in M 
grösser als 2. EM, so verlässt der Körper die Bahn hier nicht; 
ist er kleiner als 2. EM, so hat der Körper die Bahn schon früher 
verlassen. 

Ist die Bahn diejenige Parabel, welche der Körper mit der ge- 
gebenen Anfangsgeschwindigkeit frei durchlauft, so ist die Linie 
CD die Directrix dieser Bahn und 2. EM der Krümmungshalb- 
messer derselben. Diese Bahn erleidet in keinem ihrer Punkte 
einen Druck durch das Herabgleiten des schweren Körpers. Man 
kann die widerstehende Bahn wegnehmen, ohne dass dadurch die 
Bewegung geändert wird. 

b. Bewegung eines schweren Körpers in einem vertioalen Kreise, 
vom Halbmesser L Das einfache Pendel. 

96. Nimmt man als Ursprung der in der Verticalebene des 
Kreises liegenden Coordinaten x und z den Mittelpunkt des Kreises, 
nimmt man z vertical abwärts und also x horizontal; bezeichnet 
man mit v,, die Geschwindigkeit, welche der Körper in dem tiefsten 
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Punkte d^s Kreises hat, so ist die Geschwindigkeit v in irgend 
einer Tiefe z gegeben durch 

v' = v/~2g(l-z). 
Setzt man Vo' = 2gh, 

so wird diess v' = 2g(h -f- z — 1). . (a) 

Man sieht, dass v = " 

wird, wenn h -f- z = 1 

wird, oder fiir z = 1 — h. 

Ist h < 1 , so liegen die beiden entsprechenden Punkte in der 
yntern Kreishälfte und der Körper wird dann jedesmal von diesen 
Punkten wieder Äurückfallfen. 

Ist dagegen h>l, so wird der Körper die obere Kreishälfte 
erreichen, und so lange in dem Kreise fortgehen, als i)in die Cen- 
trifugalkrafb noch darin festhält, wenn nicht die Kreisbahn 
selbst von der Art ist, dass der Körper nicht atis ihr heraufifaljen 
kann. 

Der Druck auf den Kreis nach aussen ist gegeben durch 

— Ncos(N,i(>)= — mgcos(z,p)-hm — 
* z 

Da N hier in der Richtung von (> selbst liegen muss, so ist 
N,^= 180** und daher obiger Ausdruck der Werth von N selbst. 

Es ist 

cos(z,(»)= — Y 

und setzt man för v' dep obigen Werth, so erhält man 

_, 3z-l-2h-21 ... 

N = mg 1 (b) 

^* - 

Dieser Druck wird Null für 

' - z = ^Kh-i)=|(i-ii). 

Da z analytisch > 1 — h sein muss, weil /ftr z = 1 — h die Ge- 
schwindigkeit l*^uU wird, so kann, so lange 1 — h positiv ist, N 
nicht Null werden, was auch 4ie unmittelbare Anschauung gibt. Ist 
dagegen - 

h>l, 

7* 
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SO wird die Bewegang bis in die obere Hälfte des Kreises fort- 
gehen, und dort ehe v = wird 

z=-|(h-l), 
damit also der Druck auf die Bahn Null werden , und nun der Kör- 
per, wenn diess die Bahn zulässt, diese nach innen verlassen. 
Diess wird aber nur dann eintreten , wenn nicht hierzu z kleiner als 
— 1 werden müsste. 

Für z = — 1= — |(h — 1) oder 

51 = 2h 
und für jedes grössere h wird dagegen der Körper den ganzen Ej'eis 
durchlaufen , und der Druck N immer nach aussen gerichtet sein. 
Dazu ist also notbwendig, dass die Geschwindigkeit im tiefsten 
Punkte grösser oder gleich 

V^ 
ist. Im tiefsten Punkte ist der Druck auf die Bahn am grössten 
gleich 

2h> 



N = mg(^l4-y) 



und also für den Fall, dass die Geschwindigkeit gerade noch gross 
genug ist, damit der ganze Kreis durchlaufen wird 

N = 6mg, 
sechsmal so gross als das Gewicht des Körpers. 
Ans der Gleichung (a) findet man 

v= j| = ± V2g(h + z'-^. 

oder ■ ^ , ds 

d t = ± ^ ^ , 

V2g(h + z-l) 

wobei das obere Zeichen der Bewegung in der Richtung s angehört, 
* das untere der entgegengesetzten. 

Setzt man nun unter der Voraussetzung, dass 1 — h > — 1 
z = 1 cos q>; 1 — h = 1 cos a und d s = 1 d 9) , 

so wird -^ , A/T ^9 

dt=ir y — ' • • =' 

g V2COS9) — 2cos« 
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Es ist ^ o ^ • 9' 

2 COS y = 2 — 4 sm ~- , 

womit ,r=^iYI. dy^ ^ 

V smy-sm^ 

Setzt man hier noch 

sin-— =:sin~ sin u, 

was möglich ist, da (p immer kleiner als a oder gleich a sein mass, 
nnd wobei sin u alle Werthe von — 1 bis + 1 durchlaaft, so wird ' 



.dt=±Vi 



da 



V 1— sin — 



2 ''""* 



Damit erhält man die Zeit, welche die Masse braucht um vom 
tiefsten Punkte des Kreises bis zum Winkel q> aufzusteigen 
gleich 

t.= VT/ ^" ^ yiir , (c) 

i - 

WO F das erste elliptische Integral ist Die Dauer der halben 
Schwingung, an deren Ende der Ausschlag a erreicht wird, ist 

und dieselbe Zeit ist erforderlich zum Rückgange. Daraas ergibt 
sich die Dauer einer einfachen Scliwingung 

^ = 2VI.F.,..„ >. (d) 

y g 8inJ «., j 

Will man die Rechnung für wenig weite Schwingungen , also 
für kleine Werthe von a ausführen , so kann man in (c) vor der 
Integration die Wurzel in eine Reihe entwickeln und dann integri- 
ren ; man erhält so 

dt=: ^ ■^1 ^ +isin^a^sinu' 4-^-— sin --sinu*-!-.... | du. 



y? 
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Durch theilweise Integration hat man aber 

/.2a, 1 . 2a-l , 2a— If, 2a-2, 
smu du = — x— cosusmu H /smu du. 

2a 2a J 

Integrirt man von bis a, so wird 

[u -h^sin Ja^ (Ju — icosusinu) -I- ....]. (e) 

o 

TT 

Daraus findet man f&r u = -^ die halbe Schwingnngsdauer, und da- 
mit die Dauer einer einfachen Schwingung 

^=^Vl[l + i8in^«'+(i^)*8inJa»+....]. (f) 

97. Die Bewegung eines schweren Körpers in einem verticalen 
Kreise, welche in der letzten Aufgabe untersucht worden ist» die 
Bewegung des einfachen Pendels, das man aus einer schweren, 
in ein^m Punkte vereinigten Masse, welche mittelst eines masse- 
losen und unausdehnsamen Fadens an einem Fispunkte aufgehängt 
ist, bestehend denkt. Die Dauer der npendlich kleinen 
Schwingungen, d.h. solcher, bei denen die Weite der Schwingung 
unendlich klein ist, ist 

WO rdie Länge des Pendels, d. h. die Entfernung der schweren 
Masse von dem Anfhängepunkt ist. Man sieht die Schwingungs- 
dauer ist proportional mit der Quadratwurzel ans der Länge des 
Pendels und umgekehrt proportional der Quadratwurzel aus der 
Beschleunigung der Schwere. 

Man gibt bei dem Pendel gewöhnlich die Dau^r einer einfachen 
und unendlich kleinen Schwingung an , welche ipan aus der beob- 
achteten Schwingungsdauer r, mit Hilfe der Formel am Ende der 
letzten Nummer berechnet. Gewöhnlich sind die beobachteten 

Schwingungen so klein, d.h. ^r-p der letzten Nummer ist so klein, 
dass man nur noch das Glied 

1 h 



2' 21 



zu beachten hat. 
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Für sehr kleine Schwingangen hat, wie man sieht, die Weite 
der SchwiDgangen nur einen sehr wenig merklichen Einfluss. 

Da diese Schwingangen sehr .oft vorkommen, so wollen wir 
die Bewegungsgleichung noch in einer andern Form betrachten. 

Bildet zur Zeit t der Faden den Winkel^ niit den Verticalen, 

so ist die Geschwindigkeit der Masse 1 -p- und daher die Beschleu- 
nigung nach der Bahn 

d^y 
dt^ • 

während die Componente der bewegenden Kraft in dieser Rich- 
tung : ' 

— m g sm 9 

ist. Der Widerstand der Bä,hn ist hier rechtwinklich auf der Bahn, 
es ist daher (efste Gleichung 18 Nro. 89) 

^ — mgsmy =:ml-j^, oder 

Q b 

-^=--8in,. (a) 

Für nnendlich kleine Sclmringungeti hat man hieraus 
d>_ g „ 

mit xlem allgemeinen Integral 

9) = A cos (^t V -f ) + B cos (j^ V 7) . 
woraus die Dauer einer Oscillation 

g 
übereinstinomend mit dem obigen. / 

Eine dritte Behandlungweise der vorliegenden Aufgabe ist fol- 
gende. Die dritte der Gleichungen (17, Nro. 88) gibt 

m ^ = m g + N cos (N, z) 

= mg — N-y-- 

Setzt man in diesen Ausdruck den früher gefundenen Werth von N, 
so erhält man 
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d^z r, 3z-l-2h — 21 zl 

dT^=4^ 1 — tJ- 

Setzt man hier 

z = l--z' 

und vernachlässigt dann die Prodacte hz' und z'^ gegen ]z\ was 
für sehr kleine Schwingungen als Annäherung erlaubt ist| so wird 

Das allgemeine Integral dieser Gleichung findet sich 

z' = Acosl V ^ + BsiDtA/^ + ^, 

WO A und B die Integrationsconstanten sind. Zur Bestimmung die- 
ser Constanten dient 

z' = für t = , 

und ans der Gleichung für v^ 



^' = Ofürz'=:h; 
dt 



womit man findet 



, z'=|(l-costW«) = h(sintV"f)^ 

Man sieht, dass z' seinen grössten Werth erhält för 

es wird wieder gleich Null für 

- t = 2uVT = nV^=r, 
4g Vg 

welches wie früher die Dauer einer einfachen Schwingung ist. 

c. Der schwere Körper in der Cycloide. Tantochrone. 

98. Auf die Gleichungen, welche am Ende der vorhergehen- 
den Nummer als Annäherungsformeln für sehr kleine Schwingungen 
erhalten wurden , kommt man strenge bei der Betrachtung der Be- 
wegung in einer verticalen Cycloide mit verticaler Axe. 

Man hat für diese mit den Bezeichnungen der vorhergehenden 
Nummer, wenn a der Halbmesser des erzeugenden Kreises ist, 
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woraus 



Daraus 



woraus 



/-dsN' 2a 
Uz'J ~ z' ' 




/^dsy /^dz'\' 2a 
KitJ KdtJ ' %• 


, oder 


Cä?y=Ä-*o- 


-z'). 


^^' &'=!(-- 


''dt' 


d'z' g , gh 

— 2 1 ■ • 

dt' a 2a 





. Diess ist dieselbe Gleichung, welche oben integrirt wurde, 
wenn man a = ^ setzt. Bei der Cycloide ist also die Schwingnngs- 
dauer in der That von der Schwingungsweite unabhängig, 

..=!(. -.»..VI) 

die genaue Gleichung der Bewegung. 

Weil in der Cycloide die verschiedenen Schwingungsbögen 
vom Scheitel weg in derselben Zeit durchlaufen werden, nennt man 
die Cycloide auch die Tautochrone. 

d. Das conische Pendel. 

99. Ein schwerer Körper ist gezwungen , sich in einer Kugel- 
schale vom Halbmesser 1 zu bewegen. 

Den Anfangspunkt > des Coordinaten nehmen wir im Mittel- 
punkte der Kugel, x und y horizontal, z vertical abwärts. 

Die Geschwindigkeit ergibt der Satz von der Arbeit 

v^ = Vo^ + 2g(z-Zo)=:=2g^(h-+-z-Zo). (a) 

Die Eflfectivkräfte nach den drei Coordinatenaxen geben 

^dT^^-^T^ 



m 



iF^-n- . («'> 



'dF^-^T 



mj-y = -N-|- + ing. 
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Um ans diesen Gleichnngen den Widerstand der Bahn» die 
Spannung des Fadens, zu bestimmen, ronltiplicire man sie der 
Reihe nach mit x, y, z, und addire, Diess gibt 
/^ d'x ^ .d'y , d»z\ ... 

Die Gleichnng der Engeloberfläcbe ist 

x* + y» + z' = P, (c) 

voraus man dnrch zweimalige Ableitung erhält 

^dF + ^dF + ^dP-^CdtJ ^CdtJ -^(d^J =^' 
woifausmit /^^^V /^^^' . /^li^'-. ^ 

die obige Gleichnng zur Bestimmung von N in 

-^mv^= — Nl-f-mgz, oder 

N = my + mg Y Übergeht (d) 

Diese Gleichung hätte man auch unmittelbar hinschreiben 
können. Es muss 

mgy — N 

gleich der Effectivkraft in .der Richtung von 1 sein. Diese ist aber 
gleich der Masse multiplicirt mit der Beschleunigung in dieser Rich- 
tung. Nun hat die Beschleunigung eine Gomponente nach v, welche 
rechtwinklich auf 1 steht, und eine in der Richtung des Krümmungs- 
halbmessers der Bahn. Die erste gibt keine Gomponente nach 1, 
die zweite dagegen die Gomponente 

mv' . ,. mv^ 
cos((»,I)= — 



womit man obige Gleichung erhält. 

Substituirt man in die Gleichung (d) den Werth von v' aus 
(a) , so erhält man 

N = m.|-.(2h^-3z~-2zo% (e) 

Setzt man diesen Werth in die dritte der Gleichungen (b) , so wird 
diese 
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^ = _«(2h + 3z-22.)z + g. (f) 

dz 
Multiplicirt man diese Gleicbung mit 2 — , so lässt sie sich integri- 

ren» und man erhält, wenn man voraussetzt, es sei f&r 2 = 2^ die 
verticale Componente der Geschwindigkeit gleich Null, nach eini- 
ger Reduction 

Setzt man 1' — Z4' = h(zo -f-zj, (g) 

so wird diese Gleichung 
2g 



Vd ty p(z 



(, ju. \(^i~^o)(zi -2) [i' + ZiZe+z(z4+Zo)]. 

Diese Gleichung zeigt, dass das Pendel immer bis zu derselben 
Höhe aufsteigt und zu derselben Tiefe abwärts sinkt; die Wende- 

dz 
pqnkte findet man far — = 0; sie sind, wenn h nicht sehr gross 

ist, bei Zq und z^ . 
Führt man nun 

z = 1 — t; Zo = 1 — Ü ; Zt =1 — ti ein, das heisst, 
verlegt man den Ursprung der Coqrdinaten in den tiefsten Punkt 
der Kugelfläche, so wird obige Gleichung 



21-ü-r.' 



oder wenn man der Kürze wegen 



2i-.^:^-M_=2ik ^ (h) 

setzt, wo also k ein Coefficient ist, welcher grösser als 1 ist, 

worin das obere Zeichen dem Aufsteigen, das untere dem Abwärts- 
sinken des Pendels angehört. Man sieht hieraus ohne Weiteres, 
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dass der aufsteigende Bogen in derselben Zeit durchlaufen wird, wie 
der abwärtsgehende, und dass die Yerticalprojection nach dem dop- 
pelten dieser Zeit r' dieselbe Bewegung wiederholt Um hiermit t, 
das man durch elliptische Integrale ausdrücken könnte, durch eine 
Reihe auszudrücken , hat man 

ZU integriren. Man findet für die ersen Glieder, wenn man von 
f =fj bis ^ integrirt und Co >fi voraussetzt 



■Vf.=( 



arc sin | — | + arc sin ^— ^ 



) 



So 91 »0 90^ 

(k) 

was für unendlich kleine Schwingungen, bei welchen Co und^^ gegen 
1 verschwinden in 



r'=^V- 



1 

2-7' 

wie beim einfachen Pendel übergeht. Man erhält die Bewegung 
des einfachen Pendels aus obiger Gleichung für ^i = oder z^ = 1. 

Die Bewegung der Horizontalprojection ist eine Centralbewe- 
gung, da die horizontale Componente von N, der einzigen Kraft, 
welche hier in Betracht kommt, immer durch die Axe der z geht. 
Das Quadrat der Entfernung, der Masse m von der Axe der z zur 
Zeit t ist 

V^z' = 2lC-C\ 
wesshalb die horizontale Bewegung durch 

(2if-r)^=c' 

gegeben ist (Nro, 74), worin y der Winkel der Verticalebene durch 
das Pendel mit der x, z Ebene ist. Die Flächengeschwindigkeit c* 
ergibt sich 
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oder mit dem Werthe von h aus (g) 

Die Gleichung der horizontalen Bewegung wird damit 



dt 



dg, = 2Vglkf,d-, 21^3^- 0) 

Setzt man in diese Gleichung den oben entwickelten Werth von dt, 
so wird sie 

und durch Integration von C=Ci bis ^= Co findet man 

[4 
j. (aro tan (+ oo) — arc tan (— Qö) ) + 

was .1 

1 H 

<p' = i7r[n-^^V'Ol+-] (m) 

ist. Denselben Bogen findet man für das Abwärtssteigen von 
& bis ^t . 

Sind die Schwingungen unendlich klein, so wird 

n; 
<P = .-2' 

die höchsten und tiefsten Stellen deic Bahn liegen in rechtwinklich 
gegen einander gestelltei^ Verticalgbenen und kommen immer wie- 
der an dieselben Stellen. Die Horizontalprojection der Bahn ist 
dann eine Ellipse, wie man. am einfachsten aus den beiden ersten 
Gleichungen (b) sieht , in welchen hier N = m g , constant wird. 

Beachtet man aber Co und Ct g^gen 1, so zeigt die vor- 
stehende Formel, dass die höchsten und tiefsten Punkte der Bahn 
in Verticalebenen liegen, welche um mehr als rec hte W inkel aus 
einander liegen, und zwar um so mehr, je grösser Y^) fi ^^t Die 
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horizontale Projection der Bahn erscheint dann, als bewege sich die 
^asse m in einer Ellipse, deren Azen immer dieselbe Grössen haben, 
sich aber in der Richtung drehen, in welcher die Masse m omlaoft. 
FQr. eine ganze Oscillation in der verticalen Projection , d. h. bis 
der höchste Pankt das zweite Mal erreicht wird, beschreibt die 
grosse Axe dieser Ellipse einen Bogen von 

— 

„^V^ (n) 

in der obigen genäherten Rechnung. 

Wird z^ = Zq , so müssen alle Punkte der Bahn in einer Tiefe 
, liegen, und das Pendel einen geraden Kegel oder die Masse m einen 

horizontalen Kreis durchlaufen. Hierzu, gibt (g) die Bedingung 

V ' P—z ' 
"2g 2Zo 

Die Bewegung muss ^ine gleichförmige sein, wie diess auch (1) 
für C constant gibt Die Dauer eines ganzen Umlaufes findet sich 

Vo V g 

Der ganze Umlauf erfolgt also in derselben Zeit, in welcher 

ein in der Verticalebene schwingendes einfaches Pendel von der Länge 

, Zq zwei einfache Schwingungen von unendlich kleiner Weite macht. 

e. Bewegung des Mendels i^ einem widerstehenden Mittel 

100. a. Für sehr kleine Schwingungen in der Luft beobachtet 
man, dass die Schwingungsweiten nahe in einer geometrischen Reihe 
abnehmen, wenn die Zahl der Schwingungen in einer arithmetischen 
Reihe wächst, während die Schwingungsdauer messbar dieselbe 
bleibt. Welches ist die Kraft , welche neben der Schwerkraft wir- 
kend diese Abnahme .bewirkt? 

Ist q> der Winkel, welchen das Pendel zur Zeit t mit der Ver- 
ticalen bildet, so findet die oben bezeichnete Erscheinung statt, 
wenn 

y = Ae"~** sinat 
ist, wo A, b und a constant sind. Es wird 9) gleich Null, so oft 
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at einer ganzen Zahl n gleich wird, and die Dauer einer einfachen 
Schwingung Ml daher ^ 

n 
r = — • 
a 

Die grösste Ausweichung nach der Seite der positiven oder^ 
der negativen 9 ist erreicht , wenn 

dt 

wird, oder wenn 

0= — bsinat + acosat, 

also b 

tan a t = — 
a 

wird. Bezeichnet man den kleinsten positiven Bogen, für welches 
das der Fall ist, mit/, so treten diese grössten Ausweichungen zu 
den Zeiten 

sat = y; =yH-7r; y + 2n 

ein, und der üebergang von einer zur nächsten findet also in Zeit- 
intervallen statt, welche wieder 

n 
♦ — = r 

a 

sind. Die Elongationen selbst findet man der Reihe nach 

by by hit 

9) = Ae * siny; — Ae * * .siny;.... 
so dass also der Exponent der geometrischen Reihe dieser absolut 
genommenen Elongationen 

bÄ 

c 
ist, welcher durch die Beobachtungen bestimmt wird. Nun hat man 
die Componente der bewegenden Kraft in der Richtung der Bahn, 
wenn 1 die Länge des Pendels und die Masse gleich m ist 

nki^^ = ml| Ab^e , sinat— 2Abae cosat— Aa'e sinatj 

was sich auch ,r ^^do) ., t^^xl 

mll — 2b3^ — (a'-f-b')y 

schreiben lässt. 
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Diese Componente der Kraft besteht also erstlich aus eioem 
Thtile 

welcher der Bewegung direct entgegen and der Geschwindigkeit 
proportional ist, einem Widerstände des Mittels; dann aas einem 
Theile,. welcher, wenn man sin 9) für den als sehr klein vorausge- 
setzten Bogen 9). setzt, gleich 

-- m(a^-l- b^)lsiny 
ist, und welcher die Componente von der verticalen Kraft 

m(a» + b')l 
ist, d. h. die Componente des Gewichtes mg. 
Die Schwingungsdauer in der Luft ist 

n 

^ = 7' 

im leeren Räume wäre sie 

Mit' ' (a' + b*)l = g 

findet man 

^»=''V;:r:h:r=f- V -V' 

wofür man bei der Kleinheit von — setzen kann 

'.='('-Ä)=<'-K^)> 

Diese Correction ist bei der Bewegung des Pendels in der 
Luft ganz unbedeutend, wenn die Schwingungen so klein sind, dass 
man das oben angenommene Gesetz annehmen kann; dagegen finden 
die hier entwickelten Formeln Anwendung bei den Schwingungen 
der Magnete in der Nähe von metallischen Massen. 

ß. Der Widerstand des Mittels sei mw, wo w wie in Nr. 58 
eine Function der Geschwindigkeit ist, welche mit der Geschwin- 
digkeit V zugleich Null wird , und mit v wächst. 
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FGr sehr kleine SchmognngeD kann man hier die Unter- 
suchung in folgender, von Cauchy herrührender Weise annähernd* 
behandeln. 

Geht das Pendel von der Rahe und dem Ausschlagwinkel a 

aus, ist zur Zeit t der Winkel, welchen das Pendel mit der Verti- 

calen bildet , gleich 9 , so hat man die Beschleunigung nach der 

Bahn 

dv 

wo wegen der Kleinheit des Winkels erlaubt war q> für sin 9) zu 
setzen. Ist 1 die Länge des Pendels, so ist noch 

.dfl) 

Beide Gleichungen gelten für die ganze einfache Schwingung. 

Multiplicirt man nun die zweite Gleichung mit dem noch nnbe- 
simmten Goefficienten X und zieht sie , nachdem mit 1 dividirt ist, 
von der ersten ab, so erhält man , 

dt -=-7(v~^yj-woder 

wenn man nun A' = — - gl (a) 

setzt d(vH-Ag)). ^ / . \ /.\ 

^t- =-j(^-^--^y)-W' (b) 

Setzt man hier vorerst w = , so hat man das Integral dieser 
Gleichung 

In (v + Ay) — lnAa= — yt oder 

v-l-Ay ==iae ^ ,. 
Setzt man l^ier für X seinen Werth ans (a) , so erhält man, 
weil die reellen und die imaginären Theile dieser Gleichung einzeln 
einander gleich sein müssen 

v = aV'grsint V y und 



Vi. 



(p = ac08t V Y 
wie diess früher (Nro. 97) gefunden wurde* 
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Kehren wir zur Gleichong (b) zurück. Mnltiplicirt man sie mit 

iL 

80 wird ihr Integral 



wdt 



.0 (v + jly)e ^ —Xa= — /e ^ 

oder _i^ _-iL * ^ 

v-|-A<p = Aae ^— e ^ fe^vrit. 



Setzt man hier für A seinen Werth nnd trennt wie oben die 
reellen nnd die imaginären W^rthe, so erhält man die beiden 
Gleichungen , in welchen wie früher 

Vi-. 

gesetzt ist 

t t 

v = aalsinat— cosat /wcosa^tdt — sin^t /wsinatdt', 

(c) 

1 * 1 * 

y = aeosat rcosat /wsinatdtH rsinat /wcosatdt. 



Für den leeren Raum ist d^e Daner einer eii\fachen Schwingung 

71 

zu Anfang und Ende dieser Zeit wird die Geschwindigkeit Null. 
Setzt man in dem eben gefundenen Werth der Geschwindigkeit 
t = T, so reducirt sich dieser auf 



r=ywc 



rcosatdt. 



Setzt man hier w=/(k8inat), 

wo in dem für diese Schwingungen immer nur sehr kleinen w für die 
Geschwindigkeit v der für den leeren Raum geltende Werth 
V = k sin a t genommen ist , setzt man noch 

at = iS, 
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SO wird die Geschwindigkeit für t =i ir 

3L\= ff(ksmß)d(i&mß) 

* ' 

n n 

J ~2 

= y/(ksin/9)d(siD^) - //(ksin/^)d(sin/9). 

rt . . ^ 

Die Sinus sind .gleich und vom gleichen Zeichen von bis — 

und von ;r bis — , die beiden Glieder rechts heben sich daher auf, so 
weit k in beiden als gleich geachtet werden kann, k aber ist nahe 
= a Vg 1 und ändert sich also nur mit der Schwingungsweite. Die 
Schwingungsdauer ist also so weit von dem Luftwiderstaude unab- 
hängig, als die Schwingungsweite dieselbe bleibt. Da aber da$ 
letzte nicht genau der Fall ist, sondern die Schwingungsweite klei- 
ner wird, so wird durch den Luftwiderstand die Schwingongsdauer 
etwas geändert und zwar, da für t— r die Geschwindigkeit noch 
positiv ist, etwas vergrössert, wie sich diess auch bei dem beson- 
dern Gesetze des Widerstandes, welches in (a) betrachtet, wurde, 
sich ergab. 

7t 

. Für t = T = — wird y gleich 



t 



rsihatdt. 
al 

♦ 

Da in der Zeit bis r, sinat immer positiv ist, und w ebenso 
sein Zeichen innerhalb der ersten Schwingung nicht ändert und po- 
sitiv ist, so ist das zweite Glied rechts positiv, und der Winkel a^, 
bei welchem das Pendel zur Ruhe; kommt, absolut genommen, klei- 
ner als der Winkel«; die Schwingungsweite nimmt daher ab durch 
den Luftwiderstand. 

Nimmt man. den Luftwiderstand dem Quadrate der Geschwin- 
digkeit proportional, gleich 

v^ 

wo b eine Constante ist, die sehr gross ist, setzt man in diesem 
Widerstände für v' den genäherten Werth 

8» 
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a'aM'sinat' 



80 wird 



.1. ^ 



«. = — «• 



= — a- 



a'gal 







■/ 



sinat'dt 



«»gl f 1 , 3>^_ „ . 2 «»gl 



die Weite des zweiten halben Schwingnngsbogens. Man findet die- 
sen aus « durch Moltiplication mit 

2 «gl^ 



V 3 bV' 



und ebenso dann den nächsten Schwingnngsbogen gleich 

2«igr 



f. 2 «t gl\ 



und 80 weiter. Die Schwingungsweiten bilden also bei einem Wi- 
derstände, welche dem Quadrate der Geschwindigkeit proportional 
ist, eine Reihe ^Vderen Glieder in geringerem MaassQ als die einer 
geometrischen abnehmen. 
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Zweites Buch. 
Kräfte an einem starren Körper. 



101. Sind die Massen m, m^, m^... in den Punkten A,B,G,... 
vorhanden und sind diese Massen so verbunden , dass die Punkte 
A, B, C . . . ihre gegenseitigen Lagen nicht ändern können» so nennt 
man diese Verbindung ein starres Massensystem. Erfüllen da- 
bei die Massen stetig neben einander liegend einen Raum, so heisst 
die Verbindung ein starrer Körper. 

102. Dieser heisst gleichförnoiig dicht, wenn in gleichen 
Volumtheilen gleiche Massen enthalten sind, andernfalls heisst er 
ungleichförmig dicht. 

In einem gleichförmig dichten Körper nennt man Dichte die 
Menge Masse , welche die Volumeinheit des Körpers erfüllt. Bei 
einem ungleichförmig dichten Körper ist die Dichte im Allgemeinen 
von einem Punkte zum andern verschieden. Man gibt die Dichte 
an einem Punkte durch die Masse an, welche die Volumeinheit ent- 
hielte , wenn diese Volumeinheit überall so mit Masse erfüllt wäre, 
wie an der betrachteten Stelle. 

Massenmittelpunkt, Schwerpunkt. 

103. Hat man für eine Reihe von Massen m, m', m''... 
welche in den Punkten x, y, z; x', y', z'; x", y", z"... sich befin- 
den, einen Punkt, dessen Coordinaten Xq, yo, Zq seien, bestimmt 
durch die Gleichungen 

XoJ^m = JSmx, 

yo2m = ^my, (21) 

Zo2m = :?mz, 
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SO hat dieser Pankt die Eigenschaft, dass die Summe der Produkte 
aller Massen in ihre Entfernungen von einer beliebigen Ebene gleich 
ist dem Producte aus der Summe aller Massen in seine Entfernung 
von jener Ebene. Man nennt diesen Punkt den Mittelpunkt der 
betrachteten Massen , oder wenn diese einen geschlossenen Körper 
bilden, den Massenmittelpunkt dieses Körpers, oder auch 
den Schwerpunkt desselben, wegen einer später zu erweisenden 
Eigenschaft. 

Beweis dieses Satzes. Ist n die Normale zu der gegebenen 
Ebene , d der Abstand diesei: Ebene von dem Anfangspunkte der 
Goordinaten x, y, z, bezeichnet man mit 
Ho, n, n', n" .... 
die Entfernungen des Massenmittelpunktes und der Massen 
m, m', m" . . . von dieser Ebene, so hat man 

Dq -f- 9 = Xo cos (n, x) -f y^ cos (n, y) H- Zq cos (n, z) 
und ebenso z. B. 

n' 4- 9 = x' cos (n, x) 4- y' cos (n, y) + z' cos (n, z) . 
Multiplicirt man daher die obigen Gleichungen (a) der Reihe nach 
mit C08(n,x), cos(n,y), cos(n, z) und addirt sie, so erhält man 
(uo + 9) ^m = J^ m (n + 9) oder weil 
9im=:JJm9 ist 
no^m = ^mn, 
welches der oben ausgesprochene Satz ist. 

104. Die Bestimmung des Massenmittelpunktes geschieht mit 
Hülfe der Gleichungen (a), wo nicht etwa geometrische Betrachtun- 
gen kürzer zum Ziele führeti. Geht die Ebene der y, z durch den 
Massenmittelpunkt, so ist x^ gleich Null, und daher 

= ^ m X . 

Ist der Anfangspunkt der Goordinaten der Massenmittelpunkt, so 
hat man 

= ^mx; Or=^my; = 2mz. * 

106. Für gleichförmig dichte Linien, Flächen und Körper fin- 
det man folgende Lage des Massenmittelpunktes : ^ 
für eine gerade Linie, ihre Mitte. 
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Bei einer Kreislinie, deren Halbmesser r nnd deren Länge 
2ro! igt, liegt der Maisseiimittelpnnkt in der Halbirangslinie noi 

rsina 
a 
vom Kreismittelpunkt entfernt. 

Bei einem Dreiecke liegt der Schwerpunkt der Fläche um den 
dritten Theil der Höhe von der Grundlinie entfernt, 

bei einem Parallelogramme in dem Durchschnitte beider Dia- 
gonalen , 

bei einem Kreisausschnitt vom Halbmesser r und der Bogenlänge 
2 ra in der Mittellinie vom Kreismittelpupkt um 

^ rsina 

'~^ 

entfernt; 

b6i einem Ringstücke mit den Halbmessern r und r^ über den- 
selben Centriwinkel, vom Mittelpunkte der Kugel um 

2 r' + rr^ -{-r^* sina 
^- r + r^ ~^^ 

bei einem Kreisabschnitte um 

2 sina' 

|r ; 

«■—smaco^a 

und für den Halbkreis 

4r 

3 TT 

Der Massenmittelpunkt einer Kugelhaube liegt in der Mitte 
der Höhe der Kugelhaube. 

Der Massenmittelpunkt einer Pyramide liegt um den vierte 
Theirder Höhe von der Grundfläche weg; 

bei einem Parallelepiped in dem Durchschnitte der Diago- 
nalen; 

bei einem Kugelausschnitt vom Halbmesser r und der Oeffimng 

2 a um 2 

, a' 
frcosy, 

bei der Hsdbkugel um 

fr. 
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Geometrisches fiber die Bewe^an^ eines 
Körpers. 

106. Die Lage eines starren Körpers ist VoUstäadig bekannt, 
wenn man die Lage dreier, fest mit ihm verbandener Ponkte kennt, 
welche nicht in einer geraden Linie liegen. . 

107. Wird ein Körper so verschoben, dass die drei Linien, 
welche drei Punkte des Körpers verbinden, parallel zu. ihren frohe- 
ren Lagen bleiben, so bleibt auch jede mit dem Körper fest verbun- 
dene Linie parallel zu ihrer früheren Lage; eine solche Verschie- 
bung nennt man eine Translation. 

Bei einer Translation haben in einem Zeitpunkte alle Punkte 
des Körpers dieselbe Geschwindigkeit, und diese Geschwindigkeiten 
sind alle parallel. 

Eine Translation ist vollständig bekannt, wenn die Bewegung 
eines Punktes des Körpers bekannt ist. 

108. Bffeiben zwei Punkte eines Körpers während seiner Be- 
wegung unbeweglich, so sind auch alle Punkte in .der geraden Ver- 
bindungslinie jener beiden unbewegt, und der Körper dreht sich, 
arotirt um eine Axe, welche die gerade Linie durch jene Fixpunkte 
ist. Diese Bewegung heisst eine Drehung oder eine Rotation 
um eine Axe. 

109. Bei der Rotation um eine Axe beschreibt jeder Punkt 
des Körpers eine Kreislinie, welche rechtwinklich auf jener Axe 
steht. Verbindet man zwei Punkte des Körpers zu den Zeiten t 
und t^ mit den Mittelpunkten der von ihnen beschriebenen Kreis- 
linien, so sind die beiden so erhaltenen Winkel, wegen der Starr- 
heit des Körpers gleich gross, oder alle Punkte des Körpers drehen 
sich in derselben Zeit um gleich grosse Winkel um die Axe. Die 
Grösse dieses Winkels heisst der Drehwinkel. 

110. Eine Rotation um eine Axe heisst gleichförmig, wenn 
in gleichen Zeiten die Drehwinkel gleich gross sind. Man gibt die 
Geschwindigkeit der Drehung dadurch an, dass man den Winkel 
bezeichnet, durch welchen der Körper in der Zeiteinheit gedreht 
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wird. Diese angegebene Geschwindigkeit der Drehung nennt man 
die Winkelgeschwindigkeit des Körpers. 

Ist 0) die Winkelgeschwindigkeit des Körpers, und ist dabei der 
Winkel durch die Länge des Bogens vom Radius 1 gemessen, so ist 
0) zugleich die Geschwindigkeit, welche die Punkte haben, die in 
der Entfernung 1 von der Drehaxe liegen. Für Punkte in der Ent- 
fernung r von der Drehaxe ist die Geschwindigkeit 

r« 
und ihre Richtung rechtwinklich auf r. 

111. Ist die Rotation nicht gleichförmig, so stellt man die 
Winkelgeschwindigkeit in folgender Weise fest 

Beschreibt ein Pankt in der Entfernung r von der Axe in der 
unendlich kleinen Zeit dt den unendlich kleinen Bogen 

rd^, 
so ist seine Geschwindigkeit nach der Tangente an diesen Bogen 

d^ 

und für einen Punkt in der Entfernung 1 von der Axe 

d^ 
dt ' 

Diess ist die Länge des' Bogens, welcher von einem Punkte in 
der Entfernung 1 von der Axe in der Zeiteinheit gleichförmig durch- 
laufen würde, wenn er. sich jn dieser Zeit mit der Geschwindigkeit 
bewegen würde, welche er in der unendlich kleinen Zeit d t hat, 
oder auch der Winkel , um welchen sich der Körper in der Zeitein- 
heit drehen würde, wenn er sich während dieser Zeit gleichförmig 
so drehen würde, wie er sich in der Zeit dt dreht Man nennt 
diesen Bogen oder Winkel die Winkelgeschwindigkeit, welche der 
Körper in der Zeit t hatte. Bezeichnet man diese mit o), so hat 
man ^^ 

^=di- 
und die Geschwindigkeit eines Punktes in der Entfernung r von 
der Axe zu gleicher Zeit 

ro). 
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112. Die BeschleüniguDg eines Punktes in der Entfernung r 
von der Drehaxe ist , wenn « die Winkelgeschwindigkeit zur Zeit 
t ist, in der Richtung der Bahn 

d(rft)) _ d ö) 
■"dT-^dt'-^ 

und die Beschleunigung eines Punktes in der Entfernung 1 von der 
Drehaxe ist in der Bahn gemessen 

dcö . • ' 

dt' 
Diese Grösse nennt man hier die Winkelbeschleunignng. 

113. Ist eine ebene Figur durch Drehung um eine auf ihr 
normale Axe aus einer Lage in eine zweite gekommen , so findet 
man die Lage dieser Axe, indem man den Mittelpunkt der Kreise 
sucht, welche durch je zwei Lagen derselben Punkte gehen. 

Ist überhaupt eine ebene Figur in ihrer Ebene irgend wie ver- 
schoben, so kann man immer die Figur aus der ersten in die zweite 
Lage durch Drehung um eine zu der Ebene normale Axe bringen. 
Diese kann man in folgender Weise finden. Ist MN eine gerade 
Linie in der ersten Lage, welche in der zweiten Lage PQ ist; ist 
A der Durchschnittspunkt von MN und PQ und ist der Punkt Ader 
Linie MN durch die Verschiebung nacH B gekommen, wo B in 
PQ liegen muss. Trägt man nun die Länge AB von A aus auf 
MN auf nach AC; so muss C durch die Drehung nach A kommen.' 
Der Mittelpunkt des Kreises durch C, A, B ist der Fusspunkt der 
Drehaxe. 

Sind die Linien MN und PQ, welche die beiden Lagen der- 
selben Linie der Figur sind^ einander parallel , so ist die Verschie- 
bung der Figur eine Translation; in diesem Falle kann man auch 
sagen , die Drehaxe liege io unendlicher Entfernung. 

114. Dreht sich eine Figur beliebig in ihrej: Ebene, so kann 
man für je zwei auf einander folgende Lagen derselben die Axe 
finden, um welche die Figur gedreht werden muss, um aus einer 
Lage in 'die unmittelbar ddrauf folgende zu kommen. Für je zwei 
aufeinander folgende Lagen wird man aber im Allgemeinen eine, 
andere Drehaxe finden. . Um jede dieser Axen wird sich im AUge- 
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meinen die Figur nur einen Augenblick drehen, um sich im folgenden 
um eine andere zu drehen. Geschieht zur Zeit t die Drehung um 
die Axe A, so heisstAdie augenblickliche Drehaxe zur Zeit t. 

Kennt man die Richtungen der Geschwindigkeiten zweier 
Punkte der Figur zu derselben Zeit t, so werden die Normalen zu 
diesen Geschwindigkeiten sich in der augenblicklichen Drehaxe 
schneiden. Sind die beiden Normalen parallel , so findet in diesem 
Augenblicke Translation statt. 

Man benützt das Vorstehende zur Constructjon von Normalen 
an Curven. Bewegt sich z. B. eine Curve rollend über eine andere 
Curve, so dreht sich die erste in jedem Augenblicke um den Be- 
rührungspunkt beider Curven; jeder Punkt der rollenden Curve 
beschreibt daher in diesem Momente ein Kreiselement, dessen Mit- 
telpunkt der genannte Berührungspunkt ist. Der Radius von die- 
sem Mittelpunkte an irgend einen Punkt der rollenden Curve ge- 
zogen, ist daher die Normale zu der Curve, welche dieser Punkt 
während des I^ollens der Curve, der er angehört, beschreibt, wel- 
ches also eine allgemeinere Epicycloide ist. 

Bewegt sich die Linie AB auf den geraden C B und E'F, die 
rechtwinklich unter sich sind, so dass die Endpunkte von AB immer 
in diesen Linien bleiben , so ist die Bewegung jedes dieser Punkte 
je nach CE und na^ch EF gerichtet; senkrechte zu CE und EF in 
A und in B errichtet durchschneiden sich in der augenblicklichen 
Drehaxe D. Hierbei beschreibt jeder Punkt G der Linie AB eine 
Ellipse, und DG ist- die Rici^tung der Normalen dieser Ellipse. 

Es sei A BD eine gerade Linie, die durch den unbeweglichen 
Punkt geht, und von welcherMer Punkt B immer in disr gera- 
den Linie MN bleibt; hierbei beschreibt ein Punkt D der Linie 
ABD eine Conchoide. Die Geschwindigkeit des Punktes B ist 
immer nach MN gerichtet, der Funkt, welcher eben jetzt in ist, 
kann sich nur in der Richtung AB verschieben. Errichtet man da- 
her in B eine Normale zu MN und in O eine zu A B, so ist der 
Durchschnittspunkt C beider die augenblickliche Drehaxe und C D 
die Normale cjer Conchoide. 

115. Dreht sich eine ebene Figur zuerst um einen Punkt 
um den Winkel a, dann uin O' um den Winkel «', dann uiü O' um 
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den Winkel «" u. s. f. , so kommt bei der erßteß Drehung ein 
Punkt 0/ nach 0', für welchen 0'00/^a und 00/— OO' 
ist- Bei der zweiten Drehung kommt ein Punkt O^/' nach 0^', für 
welchen der Wickel O/'O/ mit der Vedängerang von 00/ gleich 
a' ist und 0/0/' = 0/0/ 'n,s, f. 

Die Bewegung erfolgt also sO| als ob die in der Figur feste 
Linie 0/ 0^ " 0, '". . . auf der unbeweglichen 0' O'^ 0'^' fortrolle. 
Für eine stetige Bewegung hat man daher deu Ort der augeu blick - 
liehen Drehaxen zu bestimmen , dann den Ort der Punkte der Figur, 
welche nach und nach mit diesen Drehpunkten zusammenfallen; die 
Bewegung ist dann gegeben durch das Rollen des letzten Ortes auf 
dem ersten. 

Bei dem Gleiten der geraden Linie AB auf den beiden Linien 
CE und EF (Nro. 114} ist der Ort der augenblicklichen Drehaxe 
ein Kreis yom Halbmesser AB mit dem Mittelpunkte E, dem 
Schnittpunkte der beiden Linien CE und EF. Andererseits ist, 
wenn wie oben D die augenblickliche Drehaxe ist, ABD immer ein 
rechtwinklicbes Dreieck mit der Hypotenuse AB, Der Ort der 
Punkte der ebenen Figur, von welcher AB eine Linie ist, welche 
nach und nach mit den augenblicklichen Drehaxen zusammen- 
fallen, ist daher ein Kreis über AB als Durchmesser. Die Be- 
wegung der Linie AB kann dadurch hervorgebracht werden, dass 
man den Kreis vom Durchmesser A B in dem Kreise vom Halb- 
messer A B rolleu lässt* 

Für die Conchoide, das letzte Beispiel in Nro. 114, findet man 
für den Ort der augenblicklichen Drehpunkte eine Parabel , deren 
Axe normal zu MN ist mit dem Scheitel in 0; die Gleichung der 
Curve der Punkte , weiche mit den Drehpunkteo nach und nach zu- 
sammenfallen, findet man 

X* — c^x^ = c'y', 
wobei der Ursprung der Coordinaten x, y in B genommen ist, und 
s in der Richtung von B A liegt; c ist die Entfernung von MN. 

116, Betrachtet man die bisher bewegte ebene Figur als den 
Querscbnitt eines Körpers normal zur Drehaxe , so wird alles bis- 
her über die Bewegung der ebenen Figur gesagte sich unmittelbar 
auf diesen Körper übertragen lassen. Die betrachtete Bewegung 
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des Körpers lässt sich immer auf das Rollen einer mit dem Körper 
fest verbundenen cylindrischen Fläche über eine anbewegliche cylin- 
drische Fläche zurückführen. 

117. Die Betrachtung der Nro. 113 lässt sich unmittelbar . 
auf die Verschiebung einer sphärischen Figur auf einer Kugelober- 
fläche übertragen , womit man den Satz erhält , dass die Verschie- 
bung einer sphärischen Figur auf ihrer Kugeloberfläche immer durch 
Drehung um einen Punkt der Kugeloberfläche, oder durch Drehung 
um einen Durchmesser der Kugel erhalten werden kann. Dieser 
Durchmesser ist die Drehaxe. 

Betrachtet man die sphärische Figur als den Durchschnitt einer 
Kugel mit dem Mittelpunkte mit einem Körper, so wird die oben 
betrachtete Verschiebung der sphärischen Figur, von einer Drehung 
des Körpers um den Mittelpunkt der Kugel begleitet sein ; und 
man kann also den Körper aus einer Stellung in eine beliebige an- 
dere, bei welcher der Punkt des Körpers unbeweglich bleibt, 
durch eine Drehung um eine durch gehende Axe bringen. 

118. Kommen die drei Punkte A, S, C eines Körpers an die 
Orte A', B', C, so kann man den Körper zuerst parallel zu sich 
verschieben, das^ A nach A' kommt, und ihn dann so um eine durch 
A' gehende Axe drehen, dass B und C nach B' und C^ kommen, 
oder man kann jede beliebige Verschiebung eines Körpers zurück- 
führen auf eine Translation und eine Drehung um eine Axe. Diess 
kann man überdiess auf beliebig viele Weisen ausführen. Unter 
diesen ist immer eine, bei welchen die Richtung der Translation und 
die Richtung der Drehaxe zusammenfallen. 

Denkt man sich zuerst wie oben A nach A' durch Translation 
gebracht und dann die Drehung ausgeführt, wobei N die Drehaxe 
sein soll. Betrachtet man einen Schnitt des Körpers F normal zu 
N, so wird dieser bei dieser Drehung nicht aus seiner Ebene kom- 
men; während er bei der Translation parallel zu sich verschoben 
Wurde. Schneidet man nun den Körper in der anfanglichen Lage 
durch eine Ebene normal zu N; dieser Schnitt heisse F; verschie})t 
man dann den Körper parallel mit N, so dass F nach F^ kommt, 
in die Ebene, bei welcher dieser Schnitt nach der Drehung liegen 
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soll; SO hat man endlich noch den Köq)er um eine zn N parallele 
Axe za drehen um F^ in die verlangte Lage Fj zu bringen. 

119. Lässt man diese Verschiebung und Drehung um eine Axe 
gleichzeitig und gleichförmig erfolgen, so beschreiben die einzelnen 
Punkte des Körpers Schraubenlinien. 

Jede beliebige Bewegung eines Körpers wird sich hiernach aas 
unendlich kleinen Drehungen und Translationen nach der Drehaxe 
zusammengesetzt betrachten lassen, wobei jeden Augenblick die 
Drehaxe eine andere sein kann. Man nennt dieAxe^um welche zu 
einem Zeitpunkte t die Drehung und Translation erfolgt, die augen- 
blickliche Axe der Drehung und Verschiebung. Die Bahn 
jedes Punktes ist hierbei die Aufeinanderfolge von Elementen ver- 
schiedener Schraubenlinien. 

120. Die stetige Bewegung eines Körpers um einen 
festen Punkt kann man durch Betrachtungen wie in Nro. 115 auf 
das Rollen eines Kegels der mit dem Körper fest verbunden ist, auf 
einem zweiten unbeweglichen zurückführen. Die Spitze der beiden 
Kegel ist der feste Punkt; die jeweilige Berührungslinie beider Ke- 
gelflächen die augenblickliche Drehaxe. 

121. Die stetige Bewegung eines Körpers kann man in 
zweierlei Weis^ betrachten. 

Jede elementare Bewegung eines Körpers kann man zerlegen 
in Translation gleich der Bewegung eines Punktes und in Drehung 
um diesen Punkt. Hieraus. ergibt sich, dass man die Bewegung 
einefr Körpers betrachten kann als das Rollen eines mit dem Körper 
fest verbundenen Kegels auf einem zweiten, wobei böide Kegel zu- 
gleich eine gemeinschaftliche Ti:anslation haben. 

Betrachtet man dagegen die momentane Axe der Drehung und 
Verschiebung, so kommt man zu dem Rollen und Verschieben nach 
der Drehaxe einer mit dem Körper fest verbundenen windschiefen 
Fläche auf einer zweiten unbeweglichen, welche der Ort der augen- 
blicklichen Drehaxen ist. 

Zusammensetzung der Bewegungen. 

122. Wie jede Bewegung eines Punktes kann man auch die 
Bewegung eines Körpers aus zwei oder mehreren andern zusammen- 
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gesetzt denken. Zwei Translationen geb^n für jeden Punkt dieselbe 
parallele Yerschiebnng, setzen sich also zu einer Translation zn> 
sammen. 

123. Ein Körper habe zugleich eine Translation und eine Ro- 
tation um eine zu der ersten rechtwinklichen Axe. Ist diese 
Axe, so ziehe man eine Linie M rechtwinklich auf die Axe und 
di^ Richtung der Translation. In M wird sich ein Punkt M fin- 
den, welcher vermöge der Rotation dieselbe, aber entgegengesetzte 
Geschwindigkeit hat, welche der Translation zukommt. Vermöge 
Translation und Rotation ist M in Ruhie ; es ist also die durch M zu 
parallel gezogene Gerade die augenblickliche Drehaxe. Die 
Drehgeschwindigkeit aber muss so gross sein, dass durch sie die Axe 
. die Translationsgeschwindigkeit erhält. Die Drehung um M 
muss daher mit derselben Geschwindigkeit erfolgen, wie die um 0. 
Beide Bewegungen Translation und Drehung um lassen sich da- 
her durch eipe Drehung um M mit der früheren Drehgeschwindig- 
keit ersetzen. 

Geschieht die Rotation nicht um eine Axe , die zur Transla- 
tion normal ist^ so kann man die iTranslation zerlegen normal und 
parallel zur Rotationsa^^e, man erhält dann durch Zusammen- 
setzung der ersten mit der Rotation eine gleichschnelle Rotation um 
eine der gegebenen Axe parallele, und ausserdem eine Translation 
parallel dieser Axe , also eine schraubenförmige Bewegung um • 
diese Axe. 

124. Zwei gleich gerichtete Rotationen um zwei pa- 
rallele Axen geben eine Rotation in derselben Richtung um eine 
dritte zu der ersten parallele Axe- Ist « die Winkelgeschwindig- 
keit um die erste Axe A; <o^ die Winkelgeschwindigkeit um die 
zweite Axe B und r die Entfernung beider Axen, so geht die Dreh- 
axe, um welche sich der Körper dreht, durch r in der Entfernung 
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von A weg, und die resultirende Winkelgeschwindigkeit ist 

Sind die Rotationen entgegengesetzt gerichtet, w und 
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<o^ die beiden WinkelgeschwindigkeiteD and r die ßntfeniaog bei- 
der Axen , 80 erhält man wieder als resoltirend eine Rotation am 
eine Axe, welche den beiden gegebenen parallel ist, mit der Winkel- 
geschwindigkeit 

wobei die Axe von A weg in der Entfernung 

1_ r 



liegt Diese Drehung erfolgt in der Richtung wie o), wenn <o — (o^ 
positiv ist , andernfalls wie «^ mit der Geschwindigkeit cö^ — w. 
Man sieht, dass man dieses Resultat in dem ersten enthalten erhält, 
wenn man die Winkelgeschwindigkeiten in gleicher Richtung ^als 
positiv, die in der entgegengesetzten aber\als negativ in Rech- 
nung zieht. 

Sind die beiden Winkelgeschwindigkeiten entgegengesetzt aber 
gleich gross, so ist das Resultat der Zusammensetzung eine Trans- 
lation mit der Geschwindigkeit 

wenn co die eine jener Winkelgeschwindigkeiten und r die Entfer- 
nung der Axen ist. 

125. Zusamnlensetzung der Drehungen um . sich 
schneidende Axen. Dreht sich eiii Körper um eine Axe n mit 
der Winkelgeschwindigkeit co, so ist die Geschwindigkeit eines 
Punktes , welcher von n um 9 wegliegt 

• 9o) . - 

Nimmt man nun drei auf einander rechtwinkliche Goordinaten- 
axen Ox , Oy, Oz an,, deren Ursprung in n liegt und für welche n in 
der Ebene x, y liegt, und sind x, y, z die Coordinaten des betrach- 
teten Punktes, ist m die Projection von 8 auf die x, y Ebene; so 
kann man zuerst die Geschwindigkeit do) zerlegen parallel z und 
rechtwinklich darauf; diese Componenten sind 

— 9 0) cos (9, m) und 9 fo sin (9, m). 

Die letzte gibt nach x und y zerlegt die Seitengeschwindig- 
keiten 

9«sin(9,m)sin(n,x) und — 9cä8in(9,m)cos(n>x). ^ 
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Nrni ist aber 

2 = 9i5iii(9,m), ' 

m = 8 cos (9, in)=: X sin (d, x) — y C08(n, x). 
Dreht man um die x Axe mit der Geschwindigkeit m cos (n, x), so 
ergeben sich daraus för den Punkt dessen Coordinaten x, y, z sind, die 
Seitengeschwindigkeiten 
nach X, y, z, 

0; — za)COs(n,x); -+-ya>cos(n,x),v 

und eine Drehung um die y Axe mit der Winkelgeschwindigkeit 
CO COS (n, y) == « sin (n, x) gibt die Seitengeschwindigkeiten 

zaisin(n^x); 0; , — x a> sin (n, x). 
Durch diese beiden Drehungen erhält man für die Seitengeschwin- 
digkeiten nach 

X, y, z, 

z öl sin (n, x) ; — z « cos (n, x) ; y m cos (n, x) — x co sin (n, x), 
welche mit den oben gegebenen Werthen von z und von m über- 
geben in 

9 (0 sin (9, m) sm (n, x) ; — 9 « sin (9, m) cos (n , x) und nach z 
in " -' ' — 9aicos(9,m), 

das heisst in die Seitengeschwindigkeiten, welche der Drehung um 
n angehören, oder die. Drehungen um die x und y Axe mit den 
Winkelgeschwindigkeiten w cos (n, x) und m cos (n, y) geben dem 
Punkte bei X, y, z dieselbe Geschwindigkeit, welche er durch die 
brehung um n erhält , und da die Drehungen um x und y hierbei 
ganz unabhängig von x, y, z sind, so wird auch jeder andere E^nkt 
durch diese Drehungen dieselbe Geschwindigkeit erhalten, wie durch 
die Drehung um n mit der Geschwindigkeit o». Man kann daher 
eine Drehung um n mit der Winkelgeschwindigkeit m ersetzen durch 
zwei andere um Axen , welche unter sich rechtwinklich und in der- 
selben Ebene mit n liegen; die Winkelgeschwindigkeiten, mit wel- 
chen man um diese Axen drehen muss, findet man, wenn man die 
Winkelgeschwindigkeit io auf die Richtung der Axe n aufträgt, und 
diese Länge dann' auf die beiden Axen x und y projicirt. Die Pro- 
jectionen sind die Wmkelgeschwindigkeiten um diese Axen. 

Man muss hierbei eine bestimmte Richtung der Drehung als 

Holtzmann, theoret. Mechanik. 9 
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die positive annehmen. Wir denken ans in die Axe, so dass wir 
nach dem Körper hinsehen , dann nehmen wir die Drehung rechts, 
also in der Richtung, in welcher wir den Zeiger einer ühr umlaufen 
sehen, als positiv an. Man kann sich bei jeder Drehung eines 
Körpers dahin gestellt denken, dass sich der Körper rechts dreht, 
wonach also auch nur diese eine Drehung in Betracht genommen 
werden könnte. Erhält man bei obiger Gonstruction eine negative 
Projection , so heisst diess , der Körper dreht sich um diese Axe 
links, oder um die Verlängerung dieser Axe rechts. 

126. Zwei Drehungen um sich schief schneidende Axen kann 
man zusammensetzen , indem man die eine zuerst in eine Drehung 
nach der zweiten Axe und rechtwinklich darauif zerlegt. Die beiden 
Drehungen nach derselben Axe geben eine einzige, mit einer Winkel- 
geschwindigkeit gleich der Summe der Winkelgeschwindigkeiten 
der einzelnen Drehungen. Man erhält auf diese Weise als resul- 
tirende Drehung die, welche sich durch folgende Gonstruction er- 
gibt. Man' trägt auf die beiden gegebenen Drebaxen die zu ihnen 
gehörenden Winkelgeschwindigkeiten, und beschreibt über diesen 
ein Parallelogramm. Die Diagonale dieses Parallelogramms gibt 
die Dre)iaxe durch ihre Lage und die resultirende Winkelgeschwin- 
digkeit durch ihre Länge an. 

127. Hat man drei unter sich rechtwinkliche, sich schneidende 
Axen , und Drehungen um diese zusammenzusetzen , so kann man 
diess, wie oben zuerst, för zwei Drehungen thun, und diese dann 
mit der dritten zusammensetzen. Man erhält so folgende Gon- 
struction. Man trage auf jede der Axen die zu ihr gehörige 

'Winkelgeschwindigkeit, beschreibe über diesen ein Parallelepiped 
und ziehe die Diagonale dieses Parallelepipeds aus dem Schnitt- 
punkte der drei Axen. Diese gibt die Axe an, um welche sich der 
Körper dreht, und ihre Länge ist die Winkelgeschwindigkeit dieser 
Drehung. 

Sind «^, «y, cö^ die drei Seitenwinkelgeschwindigkeiten, so ist 
die resultirende Winkelgeschwindigkeit 
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CO (O (O 

cos (d,x) = — ; cos (n, y) = -^ ; cos (n,z) = — • (22) 

Um die so bestimmte Drehaxe erfolgt die Drehung rechts. 

Durch dieselbe Construction kann man eine gegebene Drehung 
um eine Axe in drei aufeinander rechtwinkliche Drehungen zer- 
legen* 

Die Drehung der Erde erfolgt nm die Erdaxe, und zwar um die 
vom Mittelpunkt zum Südpole gehende Axe rechts. Für einen Ort 
auf der nördlichen Erdhälfte, dessen Polhöhe ß ist, zerlegt sich diese 
Drehung in eine um die Verticale des Orts gleich — wsiu/9, wenn 
0) die Winkelgeschwindigkeit der Erddrehung ist, und-in eine durclf 
den Schnittpunkt der Verticalen mit der Erdaxe gegen Süden 
gehende Horizontale mit der Winkelgeschwindigkeit + cocos/?. 
Um die Verticale drehen sich daher die an der Erdoberfläche ruhen- 
den Gegenstände links, während sie sich zugleich um die oben be- 
stimmte Horizontale rechts drehen. 

128. Sollen zwei Drehungen um Axen, die nicht in einer 
Ebene liegen, zusammengesetzt werden, so zerlegt man die eine in 
eine Drehung um eine zu ihrer Axe parallele, welche die andere Axe 
durchschneidet, und in eine Translation , welche auf der Ebene der 
beideq parallelen Axen rechtwinklich steht. Setzt manjiie beiden 
Rotationen um die sich schneidenden Axen zusammen, so hat man 
eine Drehung und eine auf der Drehungsaxe nicht rechtwinkliche 
Translation, ^reiches nach (Nro. 123) eine schraubenförmige Be- 
wegung gibt. 

129. Die allgejneinste Bewegung eines Körpers lässt sich auf- 
lösen in eine Aufeinanderfolge von unendlich kleinen schraubenför- 
migen Bewegungen; eine solche besteht aus einer Translation und 
einer Drehung um die Richtung der Translation. Die Translation 
lässt sich zerlegen in Translationen nach drei aufeinander recht- 
winklichen Richtungen Ox, Oy, Oz, und ebenso die Drehung in 
drei Drehungen um diese Axen. Ist w die Translationsgeschwio- 
digkeit und co die Drehgeschwindigkeit um die augenblickliche Axe 
der Verschiebung und Drehung , so gibt die erste die Translationen 
nach den drei Coordiuatenaxen 

9» 
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wcos((o,x); wco8((o,y); wco8(co,z). 
Die Drehung gibt ebenso drei Winkelgeschwindigkeiten 

0) cos («ö, x) ; o) cos (od, y) ; «0 cos (w, 2) 
für drei zn den Coordinatenaxen parallele Axen,. welche sich in 
einem Punkte der augenblicklichen Axe der Verschiebung and 
Drehung durchschneiden. Diese Drehungen kann man ersetzen durch 
Drehungen mit gleicher Winkelgeschwindigkeit um die Coordinaten- 
axen und durch Translationen, welche auf der Ebene. der beiden 
betreffenden Axen rechtwinklich sind. Sind x, 7, z die Coordina* 
ten eines Punktes der augenblicklichen Axe der Verschiebung und 
•Drehung« so «rhält man die Translationen nach den drei Coordina- 
tenaxen, welche durch die Verlegung der Drehaxen in diese be- 
dingt sind • 

für die.x Axe 'yaicos((o,z) — ZöicoB(«,y), 
„ „ y „ zaicos(c(i,x) — xa)Cos(a),z), 
„ „ z „ xa)COs{(ö,y) — ycöC08(w, x). 

Setzt man diese Translationen mit den von w herrührenden 
zusammen, so erhält man somit drei Translationen nach den drei 
Coordinatenaxen und drei Drehungen um diese, welche sechs Be- 
wegungen , wenn die Lage der augenblicklichen Axe der Drehung 
und Versehiebung , wie auch die Drehungsgeschwindigkeit um sie 
und die Translation längs ihr ganz willkürlich bleiben sollen, als 
von einander ganz unabhängig betrachtet werden müssen» 

Man wird also jede Bewegung eines Körpers zurückführen kön- 
nen auf drei veränderliche Translationen nach drei Coordinatenaxen 
und auf drei veränderliche Drehungen um diese. 

Die relative Bewegung eines Punktes und das 
relative Gleichgewicht 

130. Bei der Betrachtung der Bewegung eines Körpers ist 
man sehr oft in der Lage, diese auf ein bewegtes Coordinaten- 
system zu beziehen, oder die Bewegung des ersten relativ gegen 
dieses zu betrachten. So beziehen wir bei allen. Bewegungen an 
der Erdoberfläche diese gemeiniglich auf Coordinaten , die an der 
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Bewegung der Erde Theil nehmen. Wenn wir z. B. oben die Be- 
wegung eines fallenden oder geworfenen schweren Körpers unter- 
sucht haben , und diese dabei auf verticale und horizontale Coordi- 
naten bezogen haben , so war dabei vorausgesetzt , die Erde habe 
keine Bewegung und das gewählte Coordinatensystem sei ein unbe- 
wegtes. Diess ist aber in der That nicht der Fall , die Beweg^ang 
ist bezogen auf ein bewegtes Coordinatensystem , und man hat dort 
nur die relative Bewegiing gegen dieses Coor<finatensystem be- 
trachtet , dabei aber die Sätze über die absolute Bewegung unmit- 
telbar angewendet War das ein richtiges Verfahren, oder werden 
durch die Beweglichkeit des CoDrdinatensystems Aenderungen in 
den bisher gebrauchten Formeln nothwendig, um die relative Be- 
wegung gegen ein solches Coordinatensystem zu erhadten ? Diese 
Frage soll hier untersucht werden. 

131. Die allgemeinste Bewegung, welche das Coordinaten- 
system haben kann , gegen welches die relative Bewegung unter- 
sucht werden soll, ist die allgemeinste Bewegung eines festen Kör- 
pers, welche nach (Nro. 129) immer auf eine veränderliche Trans- 
lation und eine veränderliche Drehung zurückgeführt werden 
kann. Wir betrachten zuerst die Translatio-n für sich, und 
stellen uns die Aufgabe, die relative Bewegung einer Masse m 
gegen ein mit sich parallel fortbewegtes Coordinatensystem anzu- 
geben. 

Hierzu seien die Axen des beweglichen Coordinatensystems 
Ox, Oy, Oz ; die Coordinaten der bewegten Masse zur Zeit t gleich 
X, y, z. 

Die Bewegung des Coordinatensystems selbst sei bezogen auf 
drei zu ihm parallele , aber unbewegliche Coordinatenaxen , und ge- 
geben durch die Coordinaten des Ursprungs O gleich a, b, c zur 
' Zeit t, während die Coordinaten der Masse m zu dieser Zeit x', y', z' 
heissen sollen. Damit hat man 

x' = a-|-x; y' = b-l-y; z' = c+z, 

und die Beschleunigungen fiir die absoluten Bewegungen 

d'x'_d*a d^ lY__d^ ÜI dV_d^ d^ 
dF'^dP^dt^^ dt^""dt^"^dt'' dt^'"dt»"^dt*' 
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Aas diesen Beschlennignogen findet man die Goroponenten der 
bewegenden Kraft nach den betreffenden Richtungen darch Multi- 
plication mit der bewegten Masse. Bezeichnet man die Compo- 
nenten der bewegenden Kraft nach den Riebtangen x^y» z mit 
P , P , P^, so erhält man hiemach 

d*x „ d^a d*y ^ d'b 



dt^ ~*^ "'dt»' "'dt' ~*y "^dt'' 

Ist die Bewegung eine unfreie, so hat man die Eftectivkraft für P 
za setzen. Diese Gleichungen sagen » man findet die relativen Be- 
schleanigangen und damit auch die relativen Bewegungen, wenn 
man zu der bewegenden Kraft P eine zweite Kraft bringt, welche 
der Masse m die entgegengesetzte Bewegnng^ des Ursprungs des 
beweglichen Coordinatensystems ertheilte; oder welche der Masse 
m und dem Axensystem die entgegengesetzte Bewegung von der 
ertheilt, welche das Axensystem sehten hat. Durch beide würde 
das Axensystem zur Ruhe gebracht^ und also die relative Bewegung 
in eine absolute vei-wandelt. 

Soll ^ie Masse m in relativer Ruhe gegen das Axensystem 
sein, oder eine gleichförmige, geradlinige Bewegung gegen dasselbe 
haben , so muss 

^^^'"dr-^^^^^d^'^^^'^dF . 
sein. Die Kraft P , welche erfordert wird , um die relative Ruhe 
herzustellen, nenne ich die Führungskraft für dieses Axensystem 
und damit lässt. sich der obige Satz so aussprechen : 

Um die relative Bewegung zu erhalten, muss man zu 
der bewegienden Kraft die entgegengesetzte Führungs- 
kraft des Axensystems an der bewegten Masse an- 
bringen. 

132. Aufgabe a. Eine horizontale Platte sinkt mit der Be- 
schleunigung f vertical abwärts; auf ihr liegt eine schwere Masse 
ra ; welches ist der Druck dieser Masse auf die Platte ? 

Die Masse ist relativ gegen die Platte in Ruhe. Auf^ie wirkt 
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ihr Gewicht m g and der vertical aufwärts gehende Gegendruck der 
Platte, N. Damit erhält man 

= mg — N7-mf, 
woraus der Druck 

N = m(g-f), 

Bewegt sich die Platte gleichförmig, so ist f = und der Druck auf 
die Platte dem ganzen Gewichte der Masse m gleich. Bei einer 
Beschleunigung ist der Druck der Masse auf die Platte am so 
kleiner, je grösser die Beschleunigung ist; fnr f=g erleidet die 
Platte keinen Druck. Ist die Beschleunigung negativ, d. h. nimmt 
die Geschwindigkeit der Platte vertical abwärts ab, so wird der 
Druck der Masse m grösser als sein eigenes Gewicht. 

Aufgabe b. Zwei Massen m und m^ ziehen steh gegenseitig 
mit einer Kraft mm^ ./^ an, wo/^ eine Funktion der gegenseitigen 
Entfernung ist; die Bewegung der Masse m^ relativ gegen m zu 
bestimmen. 

Nimmt man in der einen Masse m den Ursprung der Coordi- 
naten x , y , z , und sind zur Zeit t die Coordinaten von m^ gleich 
X , y , z , so hat man 

d'x X d*a 

"'*dt^ = ~™"'*-^'-7"""'^dT^' 

d'a 
wo -r-? ^^^ absolute Beschleunigung des Ursprungs der Goordina- 

ten , also der Masse m in der Richtung voa x ist. Aus der auf m 
wirkenden Kraft erhält man aber unmittelbar 

«3»a ■ X 

m^=mni,/,.-. 

Wird, daraus die Beschleunigung des Ursprungs der Coordina- 
ten in die obige Gleichnng snbstitairt, so erhält man 

5P = -(m + n,.)/-. 

Die relative Beschleunigung ist dieselbe , als ob an der Stelle 
der bewegten Masse m die Masse m -4- m^ und die Bewegung eine 
absolute wäre, d. h* die Masse m -4- m^ und der Anfang der Coor- 
dinaten ruhen würden. 
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Die relath^e Bewegoug ist eine centrale üod es gelten fnr sie 
die in Kro, 75 and 79 aufgesteliteQ Gesetze der Centralbeweguiig. 

1^3, Dreht sich das Axensystem, auf welches man die Bewe- 
gung bezieht, mit der Winketgeschwmdigkeit w um die % Axe, so 
kann man zuerst die BeweguDg wieder auf ein tinbewegtes Axen- 
system Ox^ Oy' and Oz' beziehen, dessen Ursprung und z ^ixe mit 
dem bewegten Systeme zusammen^lk. Zerlegt man dann fiir freie 
Bewegung die bewegende Kraft oder für nicht freie die ESectivkraft 
£ nach z , nach dem auf z rechtwiDklichen , also in der Ebene x , y 
oder x', y' liegenden Yector r und normal zu beiden nach n» so hat 
man nach Kro. 68 

d*z 
Ecos (E, z) — m -j—j , 

Ecos(E,r) ^ m [^ — rw/J, r 

Ecos(E.o)=™(2^«,+r^). 

WO nnter m^ die Winkelgeschwindigkeit der bewegten Masse gegen 
das rohende Axensystem verstanden ist. 

Ist m die relative Winkelgeschwiiidigkeit gegen das bewegte 
Axensystem, so hat man 

Wy ^ ü3 -I- w 
und daraus 

E cos (E, r) = m f^-^ — r (m -H w) ' J 

Ecos (E, n) = Ol (2 — (w + w) -h r ^^-tt-^ ) ' 

Hieraus findet man die Gleichungen fiir die relative Bewegung 

m ( -r-j — riöM — Ecos (E,r) -h m (rw* 4- 2 rw cö), 

Vdt y ^24) 

Multiplicirt man die letzte Gleichung mit r, so lässt sie sich auch 
schreiben 
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m — -r- — = Jii r cos (rj, u) — m — ^ • 

Q b Q I« 

Die linken Seiten dieser Gleichangen sind die Effectivkräfte nach 
dem Vector r und rechtwinklicb darauf, nebst dem statischen Mo-, 
mente der Effectivkraft für die Axe z, wie sie die relative Bewegung 
erforderte, wenn das Axensystem unbewegt wäre; E^ QodE^ sind 
die in der That vorhandenen Effectivkräfle, und die übrigen Glieder 
rechts enthalten die entgegengesetzten Führungskräfte, welche 
man zu E^ und E^ zusetzen muss, um die Effectivkräfte der relati- 
ven Bewegung , d. h« die Producte aus der Masse in die relativen 
Beschleunigungen fu erhalten. Man sieht, dass man von den 
Effectivkräften der. relativen Bewegung zu denen der absoluten 
kommt, wenn man in jenen o» + w für i» setzt 

Bewegt sich die Masse geradlinig und gleichförmig, so erfor- 
.dert eine solche absolute Bewegung keine bewegende Kraft; die 
Führungskräfte werden daher die sein, welche bei der relativen 
gleichförmigen und geradlinigen Bewegung nothwendig sind» um 
die hierbei stattfindende absolute Bewegung zu geben. 

134. Die beiden Führungskräfte m.2rcow und — m.2-r-- w 

at 

kann man zu einer einzigen zusammensetzen, welche rechtwinklicb 
auf der Projection der relativen Geschwindigkeit y auf die x, y 
Ebene steht» und welche 

m . 2 V sin (v, z) . w 
ist, wo vsin(v,z) eben jene Projection ist 

Bezeichnet man diese Kraft mit F, so muss 

F cos (F, r) = m . 2 r I» w 
""* Fcos(F.D) = -ii,.2^w 

sein, woraus sich ' 

F = m.2wy r^a>'-h(^y 

gibt, was gleich 

m-.2wvsin(v,z) 
ist. ^ 
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Bezeichnet man diese Projection v ein (v, z) durch v', so hat 
man 

,_ . m.2r«w ra> / , \ 

cos (F, r) = —^ ^ = ^^^ (^ ' ^^ 

dr dr 

und .-^ V 'dt dt / i \ 

co8(F,n) = ^i;; = - _ == -^ cos(v', r) , 

woraus der Winkel /v, .v ^ 
(F.vO=Y 

sich ergibt, oder die Kraft F steht rechtwinklich auf der Geschwin- 
digkeit v' und also auch rechtwinklich auf v. 

Ueber die Richtung der Kraft F belehren die Componenten von 
F. Man sieht , dass (F, r) ein spitzer Winkel sein muss , wenn co 
und w dasselbe Zeichen haben, andernfalls ein stumpfer; oder auch 

dr 
F,n wird ein stumpfer Winkel, wenn w und -r- dasselbe Zeichen 

Q t 

haben, andernfalls ein spitzer ; es wirkt also diese Kraft dem w ent- 
gegen, wenn die Entfernung r wächst; nähert isich dagegen der 
, Körper der Axe, so liegt F auf der Seite von r, auf welcher w liegt. 

135. um also die relative Bewegung gegen ein sich drehendes 
Axen System zu bestimmen, hat man zu der bewegenden Kraft und 
zu dem etwa vorhandenen Widerstände der Bahn hinzuzusetzen : 

a) Die Centrifugälkraft mrw' in der Richtung des Vectors r. 

d w 

b) Die Kraft mr-^, welche der Masse m die entgegenge- 

setzte Winkelbeschleunigung des Axensystems gibt. Sie liegt nor- 
mal zu dem, Vector r und der angenommenen Drehungsrichtung 
entgegen. 

c) Die Kraft 2mwvsin (v, z) rechtwinklich auf die Projection 
der Geschwindigkeit v in jder zur Drehaxe normalen Ebene. Die 
Seite, nach welcher diese Kraft anzubringen ist, erkennt man ge- 
wöhnlich vom einfachsten aus ihrer C^raponente nach dem Vector, 
welche 

2mra)w 
ist. 

Diese Kraft nennt mau zuweilen die zusammengesetzte Ceutri- 
fugalkraft. 
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Aus der Ableitang in Mro. 133 geht hervor , daas diese Sätze 
auch dann noch gelten, wenn sich das Axensystem nur momentan 
um eine Axe dreht. 

136. Findet neben der Drehung des Axensystems zugleich 
Translation desselben mit den Seitengeschwindigkeiten 

da db de 

dt' dt' dt 

nach den Richtungen x', y', z' statt, so findet man, dass man zu 

den entgegengesetzten Führungskräften der Drehung noch die. in 

Nro. 131 bestimmten der Translation 

d^a d'b d'c 

^m_, _™_, _„,_ 

nach den Richtungen x', y', zuzusetzen müsse, um die Effectiv- 
kräfte der relativen Bewegung zu erhalten. 

137. Nachdem die entgegengesetzten Führungskräfte zuge- 
setzt sind, erhält man die relative Bewegung als eine absolute, uijd 
es gelten also dann alle Sätze über die absolute Bewegung auch 
hier. Der Satz von der Arbeit wird 



^--^mVo^= /Ecos(E,ds)dB 



wo V und Vq die relativen Geschwindigkeiten und E die Effectivkraft 
der relativen Bewegung ist, und das Integral rechts die Arbeit die- 
ser EflFectivkraft auf dena relativen Wege von Sq und s. 

Die Arbeit einer Kraft ist die Summe der Arbeiten ihrer Com- 
ponenten. 

Diese sind für die Effectivkraft die bewegende Kraft, der etwa 
vorhandene Widerstand. der Bahn, und endlich die entgegengesetz- 
ten Führungskräfte der Translation und der Drehung des Coordina- 
tensystems. ' 

Die Arbeit der entgegengesetzten Führungskraft der Transla- 
tion sei 8f. 

Die Arbeit der Centrifngalkraft ist 



ni /rw^dr, 
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was für den Fall einer gleichförmigen Drehung des Axensystems in 

Jmw'(r'-r,') 
übergeht, wenn die bewegte Masse von der Entfernung r^ bis r von 
der Drehaxe sich entfernt. 

Die Arbeit der zweiten in Nro. 136 aufgeführten Kräfte ist 

dw 



-myr— rdy; 



sie wird für das gleichförmig sich drehende Axensystem gleich Null. 

Die dritte der Führungskräfte der Drehung endlich gibt keine 
Arbeit , da sie stets rechtwinklich auf der Bahn des bewegten Kör- 
pers liegt. 

Damit hat man 

$mv*~iraVo*=/Pcos(P,ds)ds-f-«+m/w»rdr — 

•o ro 

-mp'^ä^, (26) 

und für den Fall der gleichförmigen Drehung des Axensystems 

8 

imy*-4mv^'=: /pcos(P,ds)ds-+-?^-^•imwHr^~fo')• 
■o 
In diesen Formeln ist ein etwa vorhandener tangentialer Wi- 
derstand der Bahn unter P mit begriffen ; der normale Widerstand 
gibt keine Arbeit. 

Ist bei gleichförmiger Drehung des Axensystems keine bewe- 
gende Kraft und kein tangentialer Widerstand vorhanden« so ist 
v»-y,' = w^(r«-ro*). 

138. Relatives Gleichgewicht findet statt, wenn die Ef- 
fectivkraffc der relativen Bewegung Null wird. Dazu ist erforderlich, 
dass mit den bisher gebrauchten Bezeichungen 

da d w ' 

E^ = P^ — m -TTi + m rw^cos (r,x) — mr-j- cos(n, x) -h 

dr 
-F m . 2 r w « cos (r, x) — m . r — w cos (n, x) = 0. (26) 

ist und dieselben Gleichungen für die y und z Axe gelten. 
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j 
Soll relative Rohe statt finden, so ist ta und — gleich Null 
und die beiden letzten Glieder verschwinden. 



Aufgaben über die relative Bewe^ng. 

a. Eine Kotationfflftche dreht sLoh gleichförmig mit der Winkelge- 
schwindigkeit w um ihre vertical stehende Aze; auf ihrer hohlen 
nach ohen gekehrten Seite liegt eine schwere Masse m; wo muss 
diese Masse liegen, damit sie in relativer Buhe gegen die 
Botationsfläche bleiht 

139. Nimmt man die Axe der Fache als die nach oben gehende 

Axe der ^, und nennt man r den Vector des Meridians der Fläche, 

so hat man für die Richtung z als Bedingung der Ruhe, wenn N der 

normale Widerstand der Bahn ist. 

dr 
= — mg -f- N -7=== , 
^ l^dr' + dz» 

und fär die Richtung r oder x 

dz 

0=— N-T -hmrw*. 

Vdr»-f-dz» 

Setzt man den Winkel , welchen das Element der Meridiancnrve 
bei z , f mit der Axe der z bildet gleich 9 , so sind diese Glei- 
chungen 

mg = Nsin9> und mrw' = Ncos9>, und 

man erhält für die Lage von m 


tan «p = -^ 

und den Druck auf die Bahn 

N = mVg'4-r^w*. 

b. Die Schwerkraft an der Erdoberfläche. 

140. Die Erde dreht sich in einem Stemtage um ihre Axe; 
wir drehen uns mit ihr und beziehen desshalb meistens die Bewe- 
gungen an der Erdoberfläche , namentlich den Fall der Körper auf 
ein Axensystem , das fest mit der Erde verbunden ist, und deren 
Drehung von Westen nach Osten mitmacht Die Schwerkraft ist 
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die Effectivkrafb bei der relativen Bewegung eines fallenden Körpers» 
gegen dieses mit der Erde festverbundene Axensystem; die bewe- 
gende Kraft ist die Anziehungskraft der Erde. 

Die Drehung der Erde erfolgt iu 86164 Secunden mittlerer 
Zeit; daraas erhält man die Winkelgeschwindigkeit dieser Drehung 
für eine solche Secunde 

Wir nehmen nun die Axe der Erde als die z Axe, welche wir, 
damit die Drehung eine Rechtsdrehung wird , gegen den Sudpol hin 
nehmen; durch den Xörper, der in relativer Ruhe sein soll , gehe 
die Ebene der x, z. Die Anziehung der Erde, von welcher hier 
angenommen wird, sie liege in der Ebene x, z, zerlegen wir nach 
X und z und bezeichnen die Gomponenten mit 

m A^ und m A^ . 
Für die relative Ruhe hat man dann 

= K^ + mA^ 

= N^ + mA^-f-mxw*, 

wo N der Widerstand ist, welchen man dem Körper entgegensetzen 
muss, um ihn in relativer Ruhe zu erhalten. Dieser Widerstand ist 
gleich dem entgegengesetzten Oewichte des Körpers mg, seihe 
Richtung ist der relativen Bahn eines frei fallenden schweren Kör- 
pers an dieser Stelle, der Verticalen direct entgegengesetzt. Ist 
nun 7t — ß dör Winkel dieser Verticalen mit der Axe der x, wo /9 
die Polhöhe an der Stelle x, z ist, so ist 

N^=— mgsin/? und N^=:mgcos/?. 
Damit werden obige Gleichungen 

A^=H-gsin/? und A^= — gco8/3 — xw*. 
Die Richtung der Anziehung der Erde findet man damit 



A^ gcos^H-xw' 

Da nun selbst am Aequator 

^ nur «leid. ^ ^ 
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wird, nnd also für grössere Polhöhen nocbkleiner wird, so kann 
man setzen 

tan (A,x)= — tan/Jf 1 ;,) 

und 

tan (A, x) =^tan (n — ß — S) = tan (n — /?) ^ S , woraus 

^ xw^sin^ 

o — 

g 

wird. 

Es fällt also die Richtung der Anziehungskraft der Erde sehr 

nahe mit der Richtung der Schwerkraft zusammen, die Abweichung 

geht auf der Kordhäifte der Erde gegen Norden , auf .der Südhälfte 

gegen Süden. Da x für einen Punkt der Erdoberfläche nahe gleich 

rcos/9 ist, wo r die Entfernung dieses Punktes vom Erdmittelpunkt 

ist , so hat man 

r w ^ 

a= — 7— sin2|S 

2g 

was am grössten wird für |3 = 45* und dort ungefähr der Bogen zu 
6 Minuten wird. 

Die Grösse der Anziehungskraft der £rde selbst indet man 
A = A^ cos (A, x) + A^ sin (A, x) 

= — (gcos/? + xw')cos(7r — /?— rf)^-gsin|Ssin(7r — jS— (J) 
= gcosiJ -f-xw'cos (jS + (J), 

oder wenn man, wie oben die höheren Potenzen von ^ gegen 1 weg- 
lässt und im zweiten Giiede noch sin/9 j gegen cos/? 
A = gH-xw'co8/?. 

Die Schwerkraft g für die Masseneinheit erscheint hier als die 
Resultirende aus der Anziehungskraft der Erde und der Centri- 
fugalkraft x w ^ welche der Umdrehung der Erde zukonimt An den 
Polen fällt g mit A zusammen, weil dort z gleich Null wird; am 
kleinsten wird g am Aequator, wo x und cos j3 die grössten 
Werthe haben, und zugleich A wegen der Gestalt der Erde am 
kleinsten wird. 
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e. Die Bewepmg^schwerer Körper aa der ErdobedUebe. 

141. Nimmt man die Coordinatenaxen und die BezeichnoDgeo 
der vorhergehenden Nummer an, so hat man, wenn x, 7, z die Coor- 
dinaten der bewegten Masse m zur Zeit t sind, wo 7 gegen Osten 
gemessen sein soll, 

m TTT = ni A, + N -h mxw' 4- 2m-r^%^ 
dt * * dt 

d'y dx 

m-rn =mA^-4-N^4-myw' — 2m-T-w, 

dt' 7 7" dt 

"^dP^"^"^'-^^'- 

Die zwei letzten Glieder in den beiden ersten Gleichungen sind die 
Componenten der Kraft 

2mwvsin(v,z) = 2iflwv' 

(Nro. 135), welche rechtwinklich auf v und der Drehaxe steht, 

nach X und 7, wie man sich leicht überzeugt, wenn man bedenkt, 

dass y N dy dx ^ 

v' cos (v', x) = -~ und v' cos (v', 7) = — — 
u t dt 

ist. 

Setzt man nun voraus , die Schwerkraft behalte an allen Or- 
ten der hier betrachteten relativen Bewegung merklich dieselbe 
Lage gegen das Goordinatenß7stem, und nimmt man uberdiess die 
Schwere als constant für die ganze Ausdehnung dieser Bewegung 
an , so hat man nach der vorher gehenden Nummer 

A^ = g8inj8; Ay = und A^ = — gcos/9 — xw^ 
wobei aber noch yw^ ebenfalls Null gesetzt werden muss, indem 
seine Beibehaltung die Veränderlichkeit der Grösse und Richtung 
der Schwere an den verschiedenen Stellen der Bahn bedingen würde. 

Mit diesen "Werthen werden obige Gleichungen 

d^x dy 

m j^ = — mgcos/5 -h N^ + 2ra — ^ w , 

d*y ., « dx 



d*y _- ^ dx 



d*z 
dt' 



m3j-^ = mgsin/S + N, 
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Beziehe» wir nun die Bewegung der grösseren Anschaulichkeit 
wegen auf ein ebenfalls mit der Erde fest verbundenes, aber verti- 
cales und horizontales Axensystem. Als Ursprung der Coordina- 
ten nehmen wir einen Punkt der Erdaxe, die z* vertical aufirärts, 
x' gegen Süden, wähsend die y wie bisher bleiben. Man hat damit 

x' = X sin/9 -h z cos/9 und z' = x cos/9 ~.z sin ^ , 
woraus man mit 

N^sin/9-4-N^c68/9=:N^, und 

N^co8/9 — N^sin/9 = N^, 
die Gleichungen erhält 



d'x' dy 



*,' 



d'z' 
'dt 



dy. 



und 



m 



— mg + N^, H- 2mw -j^cosjS 

d*y rdx' dz' 1 

dt* y Ldt '^ dt ^J 



(a) 
(b) 
(c) 



Diese drei Gleichungen bestimmen die Bewegung eines schwe- 
ren Körpers an der Erdoberfläche, die relative Bewegung gegen 
Süden , die Verticale und gegen Osten. 

d. Bewegung eines achweren Xörpers auf einer Horizimtalebene. 

142« Setzt man in den vorhergehenden Gleichungen z^ con- 
stant, setzt man varaus, die Horizontalebene leiste keinen tangen- 
tialen Widerstand gegen die Bewegung, so werden die Gleichungen 
(a) und (c) der vorhergehenden Nununer 

.dx^ " 
dt' 
Beide geben durch Integration 



d^x' . ^ . ^dy 



d^v 

^ = -2w«in/J- 



-j- =2w8m/?.y + a; 



dy_ 



dt 



= — 2w8in]J.x'-l-b, 



wo a and b die Integrations^consttoten sind. 



Substituirt man den 
erhaltenen Werth von ^ in die erste der betrachteten Gleichun-^ 

dt r 



gen , so wird diese 
dt 

, Holtzmann, theoret. Mechanik. 



-j-^ = — 4w^ßin/9^x' 4- 2w&injä.b, 



10 
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wovon das allgemeiae Integral, wenn man 
2wsin/? = lrsetzt, 

x' = A c oß k t + B s in k t + — 

k 

ist. Damit gibt dann die obige Gleichang 

y = — AsinktH-Bcoskt — -:--• 

Zur Bestimmung der Constanten sei der Ausgangspunkt der 
x' and y dort genommen, wo sich der Körper zur Zeit Null befindet 
Diess gibt 

A = -^undB = ^ 
k k 

und damit ' , b .- i.*\ . * • i * 

x'== v-(i —cos kt) + i- sinkt, 
k k 

b a 

y' = — sinkt — —(1 —coskt). (d) 

Das Quadrat der Geschwindigkeit wird 

constant. a und b sind die anfänglichen Geschwindigkeiten in den 
Richtongen von x' und y* 

Setzt man , b •. & 

x'~Y = = ^i '^"^i y +Y=7i> 

so wird b , ^ a . , . 

x- = — —coskt-f- -r-sinkt 

k. k . 

b a 

y^ = YsinJ^t + T-coskt, und man erhält 

die Bahn des Körpers ist daher ein Kreis , dessen Mittelpunkt bei 

x' = — und y = — ~ 

k •" k ^ 



liegt, und dessen Radius - — ist. Die Zeit, in welcher die- 
ser Kreis durchlaufen wird, ist 
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27r 27t ^6164 . . ^ . 

-r— = r^ r-7i = -r— : — ;: mittlere Secunden , 

k 2w8m/? 2siD/} 

oder ein Sterntag dividirt durch den doppelten Sinus der Polhöhe. 

Die Abweichung von der anfanglichen Richtung geht immer 
fQr den Beschauer, welcher dem Körper nachsieht zur Rechten, ist 
aber begreiflich sehr klein für die ersten Secunden , da sie nur der 
Sinus versus des beschriebenen Bogens ist 

Den Druck auf die Horizontalebene findet man 
N^, =mg — 2mwbcos/94-2mx'w*sin2/?, 

ader also anfänglich 

N^, =iHg — 2mwbcos/? 
und natürlich für einen ruhenden Körper 
N,. =mg. 

e. Der Fall eines schweren Körpers ohne relative Anfangs- 
geschwindigkeit 
143. Ist N der Widerstand der Luft, so liegt dieser immer der 
Richtung der Bewegung entgegen, und ist eine Function der relativen 
Geschwindigkeit, da die Luft an der Rotation der Erde Theil 
nimmt Da ein Körper, welcher von der relativen Ruhe ausgeht, 
sehr nahe in der durch seinen Ausgangspunkt gehenden Yerticalen 
bleiben muss, so werden die Componenten von N nach horizontalen 
Richtungen sehr klein werden. Wir vernachlässigen diese beiden 
Gomponenten. Damit gibt die Gleichung (c Nro. 141) 

dv 

j; = — 2 w [x' sin /S ^- z' cos ß) -f- Const . 

.U L 

Setzt man für den Ausgangsponkt des Falls 
^=0; x' = 0; z' = h, 

so wird lZ = 2w[(h-z')co8/?-x'sin/9j, 

wofür man, weil x' sehr klein gegen die verticale Fallhöhe (h — z') 
ist, setzen kann 

^ = 2w(h-z')cos/?, (g) 

Diese östliche Geschwindigkeit ist der doppelte Ueberschuss. 

10« 
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der absoluten östlichen Geschwindigkeit, welche ein in der Höhe 
h liegender, mit der Erde verbundener Körper hat, über die östliche 
Geschwindigkeit des in der Höhe z* liegenden. 

' Vernachlässigt man den Luftwiderstand, so gibt die Glei- 
chung (b) 

i^ = — g + 4w'(h-20cos/?^ 
(1 1 

Setzt man hier in dem letzten Gliede, als einem wegen der Factors 
w^ sehr kleinen, den jedenfalls nahe richtigen Werth 

h-z< = igtS 
so erhat man 

^=-gt-h|gw^t*cos/?', 

wozu keine Gonstante kommt, da die Geschwindigkeit Txa \, = 
selbst Null werden soll. Daraus wird 

h-z'=■igt»~Jg^H*oos/9^ (h) 

wo die Gonstante so bestimmt ist, dass z' = h wird für t = 0. Die 
Fallhöhe wird also etwas kleiner, als dieäs bei ruhender Erde und 
'demselben g der Fall wäre. 

Lässt man das sehr kleine Glied mit dem Factor w* weg, so 
gibt die Gleichung (g) 



(Jy 

^ = gwcos/J.t^ 



dt 
woraus die östliche Abweichung 



y3=Jgwcos/S.t' = fwcos/S.h' 

o 

sich ergibt, in welcher h' die Fallhöhe h — z' ist 
Für die südliche Abweichung findet man 

-^=2w-sin/?, 



V^ (k) 



woraus dx' 

und li'' 

xf = iw'g.8in/Jcos/?t* = |w»— 8in2/S (I) 

sich ergibt. Man sieht, dass x' ein Kleines höherer Ordnung als 
die östliche Abweichung y ist. 
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Will ipan den Widerstand der Luft berücksiehtigen , so kann 
man nach der Formel am Ende der Aufgabe c in Nro. 57, pag. 33 

5 .^.^2^ 



"-«'■[' -Ä©] 



setzen, wenn man voraussetzt, der fallende Körper sei sehr dicht, 
und hinreichend gross, um a gross gegen gt zu geben. Damit wird 
aus(g) 

[1 1 a't*"l 

6^*^-24 V] 

= iwcosij[gt'-i5^]t. 

Nun ist . 1 g't* 6./_^ 4 1 , , 

gt — — — j- = -r u+ T-'-s'gt, oder wenn mail 

setzt . _r4, ^ e,,!^ . . 

y = lwcos/S[^-h, +-g-h'Jt. (m) 

Zur Berechnung dieses Werthes von y muss die Fallzeit t und die 
Fallhöhe h' beobachtet sein. Bei den Versuchen von Reich in 
Freiberg war die Fallhöhe h' = 158",6407, die Fallzeit 360,69 
Tertien; die Polhöhe /» = 50^53'22",81; die aus der Fallzeit be- 
rechnete Fallhöhe im leeren Räume h^ ;= 177", 1372. Damit er- 
gibt sich die östliche Abweichung > 

y = 0,003058 Meter oder 30,58 Millimeter; 
die Formel (k), welche den Luftwiderstand nicht berücksichtigt, 
gibt dagegen die östliche Abweichung 

27,64 Millimeter, 
während das Mittel aus allen Beobachtungen 28,3 Millimeter war. 

Die südliche Abweichung wird nach obigen Formeln nur 
0,004 Millimeter und erklärt daher die beobachtete , übrigens un- 
sichere Abweichung von 4,4 Millimeter nicht. 

f. Das Eoncault'ftche Pendel. 

144. Diess ist das einfache Pendel betrachtet mit Rücksicht 
auf die Umdrehung der Erde. Lässt man die Axie der z' durch den 
Aufhängepunkt des Pendels gehen, beachtet man den Luftwider- 
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stand nicht, so ist N in den Formeln der (Nro. 141) der Zag des 

Fadens, welcher dnrch den Aufhängepunkt des Pendels geht, dessen 

Goordinaten ' 

z' = h, y = undx' = 

müd. Ist I die Länge des Pendels, so ist 

womit die Gleichnngen a, b, c in Nro. ]41 werden 
d'x' ^,x' , dy . ^ 

"dl^^-^T + ^'^'^di""'*' 

d*y XT y n rdx' . ^ dz' „1 

«l'z' xrh-z' « dy „ 
m-j— j- = — nig + N — j l-2mw-pC08/?. 

Die Behandlung kann hier dieselbe sein, wie beim conischen 
Pendel (Nro. 99). Wir betrachten nur die Bewegung in der Hori- 
zontalprojection, und diese nur, wenn das Pendel sich nur sehr 
wenig von der Verticalen entfernt. 

Eliminirt man N zwischen den beiden ersten Gleichungen, so 
erhält man 

,d*y d^x' ^ r ,dx' . ^ dz' ^ . dy . ^1 

dz' 
Bei sehr kleinen Schwingungen um die Verticale ist — sehr klein 

dx' dy 

gegen -r— und —-; vernachlässigt man das erste gegen diese, so 

(XXi Uli 

lässt sich die Gleichung integriren ; man findet 

x'-^ — y-^ = — w(x*-f y';6in/?-HCon8t. 

Qu Q L 

Setzt man hier 

x'=:rcos9 undy' = rsiny, 
so wird die obige Gleichung 

r'-^== — wr'sin/S-l-Const. 

Nimmt man nun an , das Pendel sei dadurch in Bewegung gesetzt 
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♦ 

worden, dass esin der Ruhelage einen Stoss erhalten habe, so hat 
man, weil hier r = o ist, die Constante gleich Nail nnd also 

-^ = -wsin/J, 

d. h. die Verticalebene, in welcher sich das Pendel befindet, dreht 
sich gleichförmig mit der Geschwindigkeit wsin/? der Bewegung der 
Erde entgegen, d. h. von Ost durch .Süd nach West. 

Diess ist die bekannte Erscheinung; sie erklärt sich anschau- 
lieh, dadurch , dass die Verticale durch den Aufhängepunkt an der 
Drehung der Erde Theil nimmt, und diese Drehung wird das ruhende 
Pendel auch haben; zugleich dreht sich aber die Erde um diese 
Axe mit der Winkelgescjiwiudigkeit w sin/? (Nro. 127). Wird das 
Pendel durch eihen Stoss in Bewegung gesetzt, so wird die Schwin- 
gungsebene gegen diese letzte Drehung unbeweglich sein , und da- 
her ihr entgegen mit gleicher Geschwindigkeit sich zu drehen 
scheinen. 

Nimmt man an , fiir r = r^ sei -p = ca , so wird 
r^-r^ =: — r* wsin/? -f- r^ '(o) 4- wsin/?). 

o w 

Setzt man nun y = yi + ^2 ^"^^ 

80 Wird d^ = ^(^ + ^,j„^). 

Diese letzte Gleichung gibt die elliptische Bewegung des coni- 
sehen Pendels, bei der die grosse Axe immer dieselbe bleibt, wenn 
die Schwingungsweite unendlich klein ist. Die Ebene aber, in der 
diese grosse Axe liegt, geht mit der Geschwindigkeit w sin/? der 
Drehung der Erde entgegen gleichförmig fort. I6t die Schwingungs- 
weite des Pendels nicht unendlich klein, so schreitet die grosse Axe 
der Bahn nach der Seite, nach der co geht, fort, und dieses Fort- 
schreiten wird sich daher bei einem conisch schwingenden Pendel 
mit der Drehung der Schwingungsebene wsin/S combinireu, und so 
diese Drehung schneller oder langsamer erscheinen lassen, je 
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nachdem co der Drehung der Erde entgegen , oder mit dieser gleich 
gerichtet ist. 

145. Ans der Translation der Erde um die Sonne ergibt 
sich eine weitere Führnngskraft, welche bei den. an der Erdober- 
fläche stattfindenden Bewegungen nach entgegengesetzter Richtung 
anzubringen ist, um die Bewegungen relativ gegen mit der Erde 
fest verbundene Äxen zu erhalten. Setzt man stiatt der wenig ex- 
centrischen Bahn, welche die Erde um die Sonne durchläuft, einen 
Kreis vom Halbmesser a, nennt man w^ die Winkelgeschwindigkeit, 
mit welcher diess geschieht , so hat man die Beschleunigung des 
Erdmittelpunktes in der Richtung von a gleich 

— aw^ ' 
und zu den entgegengesetzten Fiihrungskräften hat man daher 
noch für die Masse m die 

mawj* 
zuzusetzen. 

Beachtet man diese Grösse, so hat man auch die Anziehungs- 
kraft der Sonne auf diese Masse m zu beachten,, und diese wird, 
wenn a' die Entfernung der Masse von der Sonne ist, nach dem 
Gravitationsgesetze 

nSm 

^' 
wo f eine für alle gravitirenden Massen constante Grösse ist, S die 
Masse der Sonne. Ist noch T die Masse der Erde , so hat man 

f-T = Taw,», 

woraus f S^a'w^^ 

und also die Anziehung der Sonne auf die Masse m 
ma'wj' 



Wegen der Translation um die Sonne und wegen der Anziehung der 
Sonne hat man daher die Kräfte 

, _ m a^ \V. * 

m a w^ ' und j^- — 

a 

zu den übrigen bewegenden und Führungskräften zuzusetzen; die 
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erste liegt in der Verlängerung von a, die letzte dema^ entgegen. 
Vernachlässigt man den sehr klidinen Winkel aa', so bleibt in der 
Verlängerung von a die Kraft 

Diese Kraft wird Null für a = a', was der Fall ist, wenn für den 
Ort der Masse m die Sonne im Horizonte steht; bei Tage ist a' < a 
und also die Kraft in der Richtung gegen die Sonne liegend, Nachts 
dagegen von dieser abgewendet. Man sieht aber, dass diese Kraft 
immer nur sehr unbedeutend ist, theils wegen des Factors w^^ 
theils weil a und a' immer sehr nahe gleich sind. In der Ebbe und 
Fluth hat man übrigens gleich wohl eine sehr merkliche Wirkung 
dieser Kraft, wobei aber die hier nicht beachtete Anziehungskraft des 
Mondes bedeutender hervortritt, als die der Sonne. 

Drehung eines starren Körpers um eine Axe. 

Gleichgewicht der Kräfte hierbei. 

• - 

146. Zwei Kräfte, welche gleich gross aber entgegengesetzt 
sind, deren Richtungen in eine gerade Linie fallen, und welche beide 
an demselben starren Körper wirken , bringen an diesem keine Be- 
wegung hervor. 

147. Daraus folgt, dass eine Kraft P, welche auf einen star- 
ren Körper wirkt, in jedem Punkte ihrer Richtungslinie, welcher 
mit dem Angriffspunkte der Kraft starr verbunden ist, angebracht 
werden kano , ohne die stattfindende Bewegung oder die Ruhe des 
Körpers zu stören. Ist A der Angriffspunkt der Kraft P und B ein 
zweiter mit dem ersten starr verbundener Punkt des Körpers, wel- ' 
eher in der Richtungslinie von P li^gt; bringt man in diesem zwei 
gleich grosse Kräfte P^ und Pj nach entgegengesetzten Richtungen, 
aber beide in der Richtungslinie von P an, so heben sich diese ge- 
genseitig auf, und die Bewegung wird durch diese beiden Kräfte P^ 
und Pj nicht gestört. Liegt von diesen P^ in der Richtung von P 
und Pj dem entgegen, so sind auch P und P, im Gleichgewichte.; 
auch diese beiden Kräfte stören zusammen die Bewegung nicht, und 
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können daher auch weggelassen werden. Dann bleibt aber nnr 
noch P^ am Punkte B übrig, und dieses hat 'daher denselben Ein- 
flnss auf die Bewegung wie Pin A; wodurch der obige Satz be- 
wiesen ist.. 

148. Sind zwei Punkte des starren Körpers A und B unbe- 
weglich festgehalten, so dass dieser sich nur um die Axe AB 
drehen kann, so bringt eine Kraft, welche derDrehaxe AB parallel 
geht, keine Drehung hervor nnd ändert ebensowenig eine bestehende 
Drehung ab. 

Mau darf also ohne die Bewegung oder die Ruhe des Körpers 
zu stören , zu den vorhandenen Kräften eine der Drehaxe parallele 
Kraft zusetzen, oder wenn eine solche vorhanden ist, diese weg- 
lassen. ^ 

149. Hierdurch hat man das Mittel, die Angriffspunkte aller 
Kräfte, welche an einem um eine unbewegliche Axe drehbaren star- 
ren Körper wirken , in eine Ebene zu verlegen , die rechtwinklich 
auf der Drehaxe steht. Sind nämlich die Kräfte schief gegen die 
Axe gerichtet, so schneidet jede c^e solche Ebene, und man kann 
die Kräfte in diesen Schnittpunkten anbringen, wenn nur diese 
Ebene normal zur Drehaxe mit dem starren Körper starr verbunden 
gedacht wird. Liegen dagegen meJhrere Kräfte in parallelen zur 
Drehaxe rechtwinklichen Ebenen , so kann man zu jeder von ihnen 
eine sie schneidende und zur Drehaxe parallele Kraft zusetzen, 
ohne dadurch die Bewegung abzuändern. Setzt man diese Kraft 
mit der von ihr geschnittenen zusammen , so wird die Resultirende 
schief gegen die Axe stehen , und damit ihr Angriffspunkt in eine 
beliebige, zur Drehaxe normale Ebene verlegt werden können. Zer- 
legt man dann wieder alle Kräfte in solche, die zur Drehaxe parallel 
gehen und in rechtwinkliche darauf, so haben die ersten keinen Ein- 
fluss auf Drehung und können daher weggelassen werden. Dann hat 
man es nur noch mit Kräften zu thun, welche alle in einer zur Dreh- 
axe rechtwinklichen Ebene liegen. 

150. loh betrachte zuerst zwei solche Kräfte P und Q in einer 
.Ebeqe rechtwinklich zur Drehaxe, welche sich scheiden. Denkt 

man den Schnittpunkt fest mit der Drehaxe verbunden, so kaon 
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man die Kräfte in diesem Punkte anbringen und dann nach Nro. 21 zu 
einer Resultirenden zösammensetzen. Geht diese durch die Dreh- 
axe, 80 bringen die beiden Kräfte keine Umdrehung hervor, oder 
ändern diese nicht ab, sondern drücken nur die Axe in ihre Lager. 
Diese Kräfte sind an diesem Körper im Gleichgewichte. Geht da- 
gegen die Resultirende nicht durch die Drehaxe, so wird sie Drehung 
hervorbringen oder die bestehende Drehung abändern. 

Sind a und /?^ie Winkel, welche die Resultirende R mit den 
beiden Kräften P und Q bildet, so hat man aus dem Kräfteparalle- 
logramm 

Psinör = Qsin/?. 

Geht die Resultirende durch dieDrehaxe und sind p und q die Ent- 
fernungen der Richtungslinien der Kräfte von der Drehaxe, so hat man 

p _ sin« 
'q ~" sin/S 
und also Pp = Qq 

als die Bedingung des Gleichgewichtes. 

Man nennt die Entfernung der Richtung einer Kraft von einer 
Drehaxe den Hebelarm der Kraft, und^ nennt das Product aus 
einer Kraft in ihren Hebelarm das statische Moment oder auch 
das Drehmoment der Kraft fiir diese Axe. 

Die obige Bedingung des Gleichgewichtes lässt sich damit so 

aussprechen: Kräfte sind an einem Körper, der eine feste 

Axe hat, im Gleichgewichte, wenn sie um diese Axe nach 

. entgegengesetzten Seiten zu drehen streben, und ihre 

statischen Momente gleich gross sind. 

151. Nimmt man das Drehmoment positiv oder negativ, je 
nachdem die Kraft um die Drehaxe nach der einen oder nach der 
andern Seite zu drehen sucht, so kann man den letzten Satz auch so 
aussprechen: Kräfte sind an einem Körper, der eine feste 
Axe hat, im Gleichgewichte, wenn die Summe ihrer stati- 
schen Momente für diese Axe gleich Null ist. 

152. Das statische Moment der Resultirenden zweier 
Kräfte P und R ist gleich dfer Summe der statischen Mo- 
mente der beiden Kräfte. 
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Verbinden man den Schnittpunkt der Kräfte mit dem Fass^ 
punkte der Drebaxe , nennt man a^ ß, y die Winkel, welchen diese 
Yerbindangslinie mit den Kräften Q, P, R bildet, so hat man 
R = Qoos(y — a) -h Pco8(/J — y) 
= Qßin(y — «) — Psin(/9~y). 
Multiplicirt man die erste dieser Gleichungen mit sin y , und die 
zweite mit cos y und zieht die zweite von der ersten ab, so er- 

liält man 

R sin y = Q sin a -h P sin /?. 

Sind nun r, q> P 

die Hebelarme der Kräfte , so hat man 

r=3siny; q = 3sina; p = 9sin/S, 
wo 9 der Abstand des Schnittpunktes der Kräfte von der Axe ist. 
Damit geht obige Gleichung über in 

Rr = Qq + Pp, (27) 

welches eben den obigien Satz enthält. 

153. Die Winkel cc, ß, y wijd man hierbei von der Linie 9 
Aveg nach einer willkührlich gewählten Seite hin messen. Die 
Drehung einer Kraft, z. B. von Q, geht dann nach derselben Seite 
liin, so lange a zwischen und n liegt; für n geht Q durch die 
Drehaxe, ihr Moment wird Null, weil ihr Hebelarm wird. Wird 
dagegen a>7r, so wird oben Qsina negativ, und man hat daher 
jetzt das Moment Qq negativ zu nehmen. Diese Kraft Q dreht nach 
der andern Seite der Drehaxe als die oben positiv angenommenen 
Momente. Daher die schon oben ausgesprochene Regel allge- 
mein: Drehmomente haben gleiche Zeichen, wenn ihre 
Drehungsri<;htungen dieselben sind; sind diese entge- 
gengesetzt, so haben die Drehmomente verschieden^e- 
Zeichen. 

154. Mit Hilfe des obigen Satzes lassen sich zwei ELräfte 
durch eine ersetzen : fährt man bei mehreren Kräften so fort , dass 
man immer zu der Resultirenden noch eine weitere Kr^ft nimmt, so 
erhält man das statische Moment der Resultirenden gleieh der 
Summe der Drehmomente aller einzelnen Kräfte, diese mit der ge- 
hörigen Berücksichtigung ihrer Zeichen genommen. 
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Ist die Summe aller statischen Momente gleich Null , so sind 
entweder die Kräfte selbst, im Gleichgewichte, oder die Resultirende 
hat den Hebelarm 'Null, sie geht durch die Drehaxe; in beiden 
Fällen bringen die Kräfte keine Drehung hervor. Kräfte sind 
also an einem Körper mit einer festen Axe im Gleichge- 
wichte, wenn die Summe ihrer Drehmomente für diese 
gleich Null ist. 

155. Einer besondem Betrachtung müssen noch parallele 
Kräfte unterworfen werden ; ich setze bei ihnen voraus , sie seien 
alle, wie diess oben angegeben ist mit ihren Angri£fspuncten in 
eine zur Axe rechtwinkliche Ebene gebracht, und dort parallel zur 
Axe und nach dieser Ebene zerlegt; nur die letzten Componenten 
haben Einfluss auf Drehung und es sollen desshalb auch nur diese 
Componenten betrachtet werden. 

Man kann hierzu unmittelbar von den in (Nro. 152) gebrauch- 
ten Beiseichnungen und den dortigen Gleichungen ausgehen , wenn 
man /?= a werden lässt; es wird 

R = Qcos (y — a) H- Pcos (a — y) 
= Q sin (y — a) — P sin (a — y), 
woraus man R = (Q + P) cos (y -r «) 

and aus der zweiten Gleichung . 

0= (Q-f-P)8in(y — a), oder sin (y — a) = , also 

y = a und R = P + Q 
erhält. 

Die Resultirende ist daher hier der Summe der bei- 
den Componenten gleich und geht mit ihnen parallel; 
ihre Lage findet man aus dem Satze, dass ihr Drehver- 
m^gen, ihr statisches Moment in Beziehung zu einer be- 
liebigen, auf der Ebene der Kräfte rechtwinklichen Axe 
die Summe der statischen Momente der Componenten 
sein muss. 

156. Ist P parallel mit Q, aber diesem entgegengesetzt, so 
hat man in den Formeln (Nro. 162) /? = tt + a zu setzen , wodurch 
diese werden : 

R=Qco8(y — a)-hPcos(7r-ha — y) = (Q— P)cos(y--a), 
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und 

= Qsin(y — «) -f- Psin(a — y) = (Q — P) 8in(y — «), 

worans 

sin (y — «) = nnd cos (y — a) = ± 1 folgt. 
Da R positiv sein muss, so hat man von den beiden letzten Zeichen 
das obere zu wählen, oder y = a za setzen, wenn 

Q>P; 

ist dagegen Q < P , 

so muss cos (y — a) = — 1 genommen werden , also 

y = 7r-|-a. 

Die Resultirende ist daher den beiden Kräften pa- 
rallel, und hat die Richtung der grösseren Kraft und ist 
der Differenz der Kräfte gleich. 

Um diesen Fall mit dem vorhergehenden zusammenfassen zu 
können, nimmt man bei parallelen Kräften, die mit entgegengesetz- 
ter Richtung mit entgegengesetzten Zeichen, und hat dann die Re- 
sultirende gleich der algebraischen Summe der Compo- 
nenten; sie liegt in der Richtung der positiven Kräfte, 
wenn diese Summe positiv wird, andernfalls in der Rich- 
tung der als negativ bezeichneten Gomponenten. 

157. Man sieht leicht, dass man diese Sätze auf beliebig 
viele parallele Kräfte ausdehnen darf, wenn man zuerst zwei zusam- 
mensetzt, die Resultirende dieser mit der dritten u. s. f. 

158. Sind zwei parallele gleich grosse, aber entgegengesetzte 
Kräfte vorhanden , so erhält man das Moment derselben gleich dem 
Producte aus einer der Kräfte in ihre gegenseitige Entfernung. Die 
Resultirende^ wird nach der obigen Formel gleich Null. Eine solche 
Verbindung von zwei gleichen parallelen, aber entgegengesetzten 
Kräften gibt daher zwar Veranlassung zu einer Drehung ; sie lässt sich 
aber nicht durch ißine Resultirende ersetzen. Man nennt zwei gleiche 
parallele und entgegengesetzte Kräfte, welche an einem festen Kör- 
per wirken ein Kräftepaar, ein Gegenpaar von Kräften. Da» 
statische Moment desselben, sein Drehvermögen ist unabhängig 
von seiner Lage gegen die Drehaxe; man kann daher ein Kräfte- 
paar in einer Ebene durch jedes andere ersetzen , für welches das 
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Product aus der einen Kraft in die Entfernung beider Kräfte die- 
selbe Zahl gibt, wie bei dem ersten. 

169. Für eine Kraft P, welche mit d^r Axe z den Winkel 
P, z bildet, hat die Componente parallel der Axe 

Pcos(P,z) 
kein Drehvermögen. Das ganze Drehvermögen von P ist daher 
das der zweiten Gomponenten von P 

Psin(P,z). 
Den Hebelärm dieser letzten Kraft findet man , wenn man darch P 
eine Ebene parallel zu z legt, in welcher die beiden oben bezeichne- 
ten Gomponenten liegen, und die Entfernung der Axe z von dieser 
Ebene nimmt; sie 'sei 3. Das Drehvermögen der Kraft P um die 
Axe z ist damit 

P8sinP,z 

und diess nennt man desshalb auch das statische Moment der Kraft 
P für die Axe z. 

Man sieht, dass es ganz gleichgültig bei der Bestimmung die- 
ses statischen Momentes ist, wo man den Angriffspunkt von P in 
seiner Richtungslinie nimmt, d ist, wie man sieht, der kürzeste 
Abstand der beiden Linien P und z. 

Damit lässt sich nun der Satz in (Nro. 154) so aussprechen: 
Kräfte an einem starren Körper mit einer festen Axe sind 
im Gleichgewichte, wenn die Summe ihrer statischenMo- 
mente für diese Axe gleich Null ist. 

Drehung eines starren Körpers um eine feste 
Axe, Djnamik. 

160. Bei der Bewegung mehrerer vereinigten Massen, die so 
verbunden sind, dass die Bewegung der einen Masse die Bewe- 
gung der andern bedingt , wie diess z. B. bei den Massen , welche 
zu einem festen Körper vereinigt sind, der Fall ist, wird die Be- 
wegung jeder einzelnen Masse nicht mehr die sein , welche diese 
Masse unter dem Einflüsse der auf sie wirkenden äusseren Kraft, 
wie z.B. der Schwerkraft, annimmt; es wird vielmehr diese Masse 
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die andere. mitnehmen müssen, oder von diesen mitgenommen wer- - 
den, und so «ihre Bewegung eine andere werden. Dieses Mitnehmen 
wird a^ber nur dadurch möglich sein, dass Drücke zwischen den ein- 
zelnen Massen stattfinden. Die Drücke müssen paarweise nnd 
direct einander entgegen zwiscben zwei Mässentheilen m und m^ 
des Körpers stattfinden, da ohne das die vereinigten Massen m und 
m^ selbst ein Bestreben hätten , nach einer bestimmten Richtung 
fortzugehen, ohne dass eine äussere Kraft auf sie einwirkte, was 
dem Begriffe der Trägheit widerspricht. 

Ist wie hier die Vereinigung der Massen ein fester Körper, 
welcher sich um eine feste Axe dreht, so können in den Punkten, 
in welchen die Axe festgehalten ist, von den Lagern ebenfalls 
Drücke auf den Körper ausgehen, welche von dem Körper in gleicher 
Stärke, aber entgegengesetzter Richtung, auf die Lager zurückge- 
geben werden. 

16 L Nennt man die'Drehaxe die Axe der z; zieht man recht- 
winklich auf diese zwei Axen, die der x und der y, welche 
man an der Drehung des Körpers Theil nehmen lässt, so d^ass diese 
Axen immer durch dieselben Punkte des Körpers gehen , so wird 
jeder Punkt des Körpers in Beziehung auf diese drei Axen in rela- 
tiver Ruhe sein. 

Betrachtet man ein Element dm der Masse des Körpers, wel- 
ches in der Entfernung r von derDrehaxe liegt; ist w zur Zeit t die 
Winkelgeschwindigkeit des Körpers, also auch des Axensystems, 
welche von x nach y gehen soll; ist f^dm die etwa vorhandene 
äuäsere Kraft, t^elche das Element dm angreift, zerlegt nach x; 
ist ebenso h^ dm die Gomponente der Drücke, welche auf das Ele- 
ment dm von den umgebenden Mässentheilen ausgeübt werden, 
zerlegt nach x; so ist die Bedingung der relativen Ruhe nach 
Nro. 138 

f^dm + h^dm + rw/cos (r, x) dm — r — cos(n,x) dm = 

u. t 

da. ^'^ 

fydm-f-h dm + r©'cos(r,y)dm — r — cos(n,y)dm = 0. 

Bildet man diese Gleichungen für alle Elemente des Körpers 
und addirt alle die Gleichungen , welche die Gomponenten nach x 
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enthalten, und ebenso die, welche die Gomponenten nach y ent- 
haltep, so erhält man in den ersten Gliedern die Summen der 
Gomponenten aller äusseren Kräfte in den Richtungen x und y. 
Diese mögen durch P^ und P vorgestellt sein. 

Die Glieder h^dro heben sich gegenseitig auf, da jeder Druck 
doppelt, nach entgegengesetzten Seiten vorkommt. Nur an den 
Lagern hat man in diese Summe die Drücke auf den festen Körper 
zu nehmen , nicht aber die entgegengesetzten, welche auf die Lager 
ausgeübt werden, also auf Massentheile, die dem festen Körper 
nicht mehr angehören. Bezeichnet man die Gomponenten der 
Drücke in den Lagern auf den starren Körper mit X und Y nach 
den Richtungen von x und von y, so reduciren sich die Summen 
aller h^dm und aller h dm auf X und Y. 

In den Gliedern ra)^cos(r,x)dm lässt sich a>' als Factor aus 
der Summe heraussetzen; schreibt man dann noch rcos(r,x) = z, 
der Goordinate der Masse dm, so hat man die Summe dieser Glieder 

Sv(o^ cos (r, x) d m = (o^JSxd m = mxo w' , 
wo Xq die Goordinate des Schwerpunktes des Körpers ist. Bedenkt . 
man, dass 
♦ rcos(n,x) = — y 

ist, und dass ^— constant für die zu nehmende Summe ist, so er- 
at 

hält man ebenso 

^d(ö /x, dö)^- d« 

:Sr^cos(n,x)dm = — — :?ydm = — myo -j^- 

Damit werden die beiden obigen Bedingungen des relativen 
Gleichgewichtes 

P^.+ X 4- mxo w' -+■ myo ■^-, 

P^ + Y -h myo w' — m Xo -^ • 

Bei der Willkührlichkeit der Axen x und y kann man die erste in der 
Ebene durch z und durch den Schwerpunkt des Körpers nehmen, wo- 
mit yo = wird, und wenn man dann x^ mit 9 bezeichnet 
X=-P^-m9a>% 

Y=-P,4.m8^. (28) 

Holizmann, theoret. Mechanik. 11 
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Eine weitere Gleichnng, welche die Bewegung selb8|; keäaen 
lehrt, erhält man in folgender Weise : Schreibt man die Gleichnn« 
gen (a) wie folgt 

t^dm + h dm -f-x«*dm + y-r-dm = 0, 

d« ^^^ 

fdm + hdm-hyw'dm — x-T-dm=0, 
y f dt 

so kann man o>^ eliminiren» indem man die erste dieser Gleichungen 

mit y nnd die zweite mit x multiplicirt und beide snbtrahirt. Man 

erhält auf diese Weise 

(f y ~ f x)dm + (h V - h x)dm-f- r'^dm = 0. 
y ^ dt 

Die beiden ersten Glieder dieser Gleichnng sind das negative stati- 
sche Moment der an dem Elemente dm thätigen äusseren und inneren 
Kräfte , das letzte Glied ist die Masse multiplicirt mit der Winkel- 
beschleunigung ; diese Gleichung ist die in Nro. 72. 13 aufgestellte. 

Bildet man diese Gleichung für jedes der Massenelemente des 
Körpers, undaddirt alle diese Gleichungen, so erhält man im ersten 
Gliede die Summe der statischen Momente aller äusseren Kräfte, 
negativ, weun man. die Drehung von x nach y als die positive an- 
nimmt. Diese Summe sei — M. 

Die Summe der zweiten Glieder wird Null ; es entspricht näm- 
lich jedem Druck hdm an einem Elemente dm stets ein gleicher 
und entgegengesetzter hdm an einem zweiten Elemente; da diese 
beiden in eine gerade Linie fallen, so hat man die statischen Mo- 
mente derselben gleich gross aber entgegengesetzt; ihre Summe ist 
daher paarweise gleich Null. 

Die Drücke, welche von den Lagern herrühren, haben keine 
solche Gegendrücke an dem Körper selbst;' aber aach ihre stati- 
schen Momente verschwinden, da sie auf die Drehaxe selbst wirken. 

Die Summe der letzten Glieder wird 

dw /•,, 

'dm. 



dco r^ 



wobei das Integral über alle Massentheile des Körpers auszudehnen 
ist. Dieses Integral, welches von der geometrischen Vertheilung 
der Massen nmdie Drehaxe abhängt, nennt man das Trägheits- 
moment des Körpers. Wir bezeichnen dieses Trägheitsmoment 
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/r'dm mitQ 
Damit wird obige Gleichung 



«31 = «- W 

Das Trägheitsmoment mjiltiplicirt mit der Winkelbe^ 
scblennigung ist gleich dem statischen Momente der 
äusseren Kräfte. 

FQr das Gleichgewicht muss die Beschleunigung Null sein, 
was wieder die Bedingung gibt 

M = 0. 

162. Die Bestimmung des Trägheitsmomentes ist eine Auf- 
gabe, welche für regelmässig gestaltete homogene Körper , oder für 
solche, deren Dichte sich gesetzmässig von einer Stelle zur andern 
ändert, die Integralrechnung löst. 

Man findet fiir ein homogenes recht winkliches Parallele- 
piped, dessen Kanten a, b, c sind, füir eine Drehaxe, welche durch 
den Schwerpunkt des Parallelepipeds parallel zur Kante a geht, 
das Trägheitsmoment 

Q = ^Jabc(b'4.c'), 

wobei A die Dichte des Parallelepipeds ist, oder Jabc die Masse 
m desselben , womit 

Für einen homogenen geraden Cylinder vom Halbmesser r und 
der Länge 1 findet man , für die Axe der Figur als Drehaxe 
Q*=iz/7^1r* = imr^ 
Geht die Drehaxe durch den Schwerpunkt des Cylinders recht- 
winklich auf die Drehaxe , so wird das Trägheitsmoment des Cy- 
linders 

Für eine homogene Kugel erhält man das Trägheitsmoment für 
einen Durchmesser 
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Q = -r;-^r*7r = -=-rar'. 

15 ö 
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163. Kennt man das Trägheitsmoment eines Körpers für 
eine durch den Schwerpunkt gehende Axe, so findet man leicht da- 
mit das Trägheitsmoment für jede zur ersten parallele Axe. 

Legt man die Goordinatenaxen der x, y, z so, dass x die Axe 
durch den Schwerpunkt ist, für welche man das Trägheitsmoment 
bereits kennt, dass z durch den Schwerpunkt des Körpers geht und 
die beiden parallelen Axen schneidet , endlich y auf beiden recht- 
winklich steht; nennt man noch 9 die Entfernung des Schwerpunk- 
tes von der neuen Drehaxe, so hat man das Quadrat der Entfer- 
nung eines Elementes dm des Körpers von der Drehaxe 

(z^-9)'-hy^ 
und daher das Trägheitsmoment für die neue Drehaxe 

Q=y[(z4-9)' + y'Jdm 

= /(z*+y')dm4-29/'zdm + 9'/dm. 

Das erste Integral ist das Trägheitsmoment für die durch den 
Schwerpunkt gehende Drehaxe x, welches bekannt ist und Q^ 
heissen soll. Das zweite Integral ist Null, weil die x, y Ebene 
durch Äeü Schwerpunkt geht; das dritte Integral endlich ist die 
ganze Masse des Körpers , welche m sein soll. Damit wird obige 
Gleichung 

Q = Q^-hm9l 

Das Trägheitsmoment für eine beliebige Axe ist gleich dem Träg- 
heitsmomente desselben Körpers für eine durch den Schwerpunkt 
des Körpers zur ersten parallel gelegten Axe mehr dem Producte 
aus der Masse des Körpers in das Quadrat der Entfernung bei- 
der Axen. 

Das Trägheitsmoment eines rechtwinklichen Parallelepipeds 
mit den Kanten a, b, c ist hiernach bei der Masse m für die Kante a 

^m(b»+c') + in^^' = -im(b»H-c^). 

Das Trägheitsmoment eines geraden Cylinders für eine Seite des 
Cylinders ist 

— mr^-hmr' = — mr^. 
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Das Trägheitsmoment eitoer Kugel von der Masse m und dem 
Halbmesser r für eine Axe , welche in der Entfernung 9 von dem 
Mittelpunkte wegliegt , ist 

2^ , . .X, /2 

5 

Weitere Untersuchungen über die Trägheitsmomente enthält der 
folgende Abschnitt. 



-mr' + m9^=m(^-|r^4-9^). 



Die lebendige Kraft 

164. Ist 0) die Winkelgeschwindigkeit des Körpers im Zeit t, so 
hat ein Massenelement dm des Körpers , das in der Entfernung r 
von der Drehaxe liegt, die Geschwindigkeit 

rw, 
und seine lebendige Kraft ist daher 

Jdm.r^w^ 
Die Summe der lebendigen Kräfte aller Massentheile des Körpers 
ist 



J /r'a)'dm = ia)'/l-Mm = iQ« 



wobei das Integral über die ganze Masse des Körpers auszudehnen 
ist. Diese Summe der lebendigen Kräfte aller Massentheile des 
Körpers nenn* man die lebendige Kraft des Körpers; sie ist 
gleich dem halben Trägheitsmomente des Körpers multiplicirt mit 
dem Quadrate der Winkelgeschwindigkeit. 

Die Arbeit der bewegenden Kräfte. 

165. Dreht sich der Körper um d 9^ so ist rd 9 der Weg des 
Elementes dm, an welchem die Kräfte f dm, f dm, f dm \virken 
(Nro. 161). Projicirt man den Weg des Angriffspunktes auf die 
Richtungen der Kräfte, so erhält man die Wege dieser Kräfte gleich 

r d y cos (n, x) ; r d y cos (n, y) ; r d g) cos (n, z) , 
oder — dg).y; -l-dy.x; 

und damit die Arbeit der an dm thätigen äusseren Kraft 

dy(xfy — yfjdm, 
oder d(p multiplicirt mit dem statischen Momente der an dm thä- 
tigen Kraft. 



J 
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Berechnet man in gleicher Weise die Arbeiten aller an den 
Massentheilen des Körpers thätigen äusseren Kräfte, and addirt 
diese alle , so erhält man die Snmme der Arbeiten aller änsseren 
Kräfte fQ^r die Drehung d (p des Körpers gleich 

Md^), 
gleich dem statischen Momente aller dieser Kräfte multiplicirt mit 
der unendlich kleinen Drehung d g). 

1 t diese Arbeit gleich Null, so ist das statische Moment 
aller Kräfte gleich Null, und diese sind also im Gleichgewichte. . 

Der Batz yon der Arbeit der bewegenden Kräfte. 

166. Setzt man den Winkel, welchen eine durch die Dreh- 
axe gehende, mit dem Körper ^tarr verbundene Ebene mit einer 
zweiten Ebene, welche ebenfalls durch die Drehaxe geht, aber 
unbeweglich ist, zur Zeit t bildet, gleich y , so ist die Winkelge- 
schwindigkeit zur Zeit t in der Richtung , in welcher <p gemessen 
ist, gleich 

4 t 
und damit die Gleichung (29) in (Nro. 161) 

Multiplicirt man diese Gleichung mit -r^, und integrirt dann 
nach t, so erhält man 

o o 

welche Gleichung sich mit den eingeführten Bezeichnungen so aus- 
sprechen lässt: Die Zunahme der lebendigen Kraft des sich 
drehenden Körpers ist gleich der Summe der Elementar- 
arbeiten oder der Arbeit der äusseren Kräfte während 
dieser Drehung. 
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Brehimg eines tchweren Körpers um eine horizontale Axe. 

167. Ist 9 die Entfernung des Schwerpunktes von der Axe, 
und ip der Winkel, welchen die Richtung d zur Zeit t mit der Ver- 
ticalen bildet, so ist die Lage des Körpers und folglich seine Be- 
wegung gekannt, wenn n>an 9 als Function von t angeben kann. 

Nennt man m die Masse des Körpers, so ist mg die bewe- 
gende Kraft und — mgdsin^) das statisohe Moment derselben für 

die Drehaxe, die Winkelgeschwindigkeit -^ und damit die Glei- 
chung (29 in Nro. 161) 

Q^=--n)g98in9, (a) 

oder wenn man Q = m (k ' H- 9 *) 

setzt, wo also mk^ das Trägheitsmoment für die zur Drehaxe pa- 
rallele Axe durch den Schwerpunkt ist 

d'9__ g9 



dt^ 



sm^). 



Für einen einzelnen schweren Punkt, welcher gezwungen ist, 
in einer Ye^ticalebene einen Kreis vom Halbmesser 1 zu ^durchlaufen, 
oder für ein einfaches Pendel von der Länge 1 hat man in Nro. 97 
die Bewegungsgleichung (a) 

d*<p g . 

gefunden. Der betrachtete schwere Körper bewegt sich daher wie 
ein einfaches Pendel von der Länge 1, für welches 

i=H^- (b) 

ist. 

Für unendlich kleine Schwingungen um die Gleichgewichts- 
lage hat man hiermit die Schwfngungsdauer 

1/1 A/II±^ ^^ 

^ = ^ V 7 = ^ V 3g • (c) 

Die Punkte in der Entfernung l von der Drehaxe bewegen sich. 
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wie einzelne Punkte, welche mit der Drehaxe verbanden sind; die 
darüber liegenden würden tiir sich allein schneller schwingen, die 
unteren langsamer; die ersten werden daher durch die Verbindung 
mit den andern verzögert, die letztern beschleunigt. 
Der Satz über die Arbeit gibt 

wenn (tj) die Winkelgeschwindigkeit ist, wenn der Schwer- 
punkt vertical unter der Drehaxe liegt. 9(1 — cos y) ist dann die 
Hebung des Schwerpunktes von dieser Lage weg bis dahin , wo die 
Linie d den Winkel ^ mit der verticalen bildet. 

Ist die Geschwindigkeit ( -77 J nicht zu gross , so kommt der 
Körper bei dem Wipkel g>^ , für welchen 

ist , momentan zur Buhe , und kehrt dann zurück , um nach der an- 
dern Seite der Verticalen durch die Drehaxe zu schwingen. 
/ Setzt mau 

2sin^y4* fiir 1 — cosy^ 
so wird obige Gleichung 

welche man gebraucht , um aus dem Ausschlag 9)^ die Geschwindig- 
keit ( "37 ) 2u berechnen. 

168. Die Gleichung (b) der vorhergehenden Nummer zeigt, 
dass sich ein Körper um alle Axen, welche unter sich parallel sind, 
und welche von dem Schwerpunkte gleich weit abstehen, in gleicher 
Weise dreht, namentlich also gleiche Schwingungsdauer für alle 
diese Axen hat. 

Beschreibt man um den Schwerpunkt einen Kreis mit dem 

Halbmesser 

k* 

-^ , rechtwinklich auf die Drehaxe und 
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bringt im Umfange dieses Kreises eine Axe an, welche der gegebe- 
nen Drehaxe parallel ist, so wird der Körper am diese neue Axe 
sich drehen , wie ein einfaches Pendel von der Länge 

''''*' V^J . . k^ k'-i-9^ / 

V ==^"*"8"=~^~ = ^' 

9 
das heisst, wie der Körper bei der früheren Aufhängung. 

Trägt iifan von der ersten Drehaxe in der durch den- Schwer- 
punkt gehenden Rechtwinklichen auf die Drehaxe die Länge 1 auf, 
und bringt dort eine zweite Drehaxe, der ersten parallel an, so sind 
die Entfernungen des Schwerpunktes von diesen Drehaxen 

k' 
9 und -^ 

und der Körper wird daher um beide Axen Schwingungen von 
gleicher Dauer machen; die Länge des entsprechenden einfachen 
Pendels ist die Entfernung dieser beiden Axen. Darauf beruht das 
von Bohnenberger angegebene Reversionspendel. Der 
Durchschnitt dieser zweiten- Axe mit der Ebene durch den Schwer- 
punkt normal zur Drehaxe heisst der Schwingungsmittel- 
punkt. 

169. Die Summe der Drücke, welche der sich drehende Kör- 
per in den beiden festgehaltenen Punkten der Axe in der Richtung 
parallel 9 erleidet, ergeben sich aus Gleichung (28 Kro. 161) 

X= — mgcosy — ra9co*= ' (e) 

:^r j 2g9 \ k^-f-39» 

=.^md[co, -^.^--J-mgcosy-j^^-pg^, 

und die Summe der Drücke rechtwinklich darauf 

■XT . . . ^ dcö y^ 

Y= -Hmgsmy + mo — = (f) 



= mgsin9>(l-p^). 



Die Drücke, welche das Lager erleidet, sind diesen gleich, 
aber entgegengesetzt. 
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Liegt der Schwerpunkt vertical unter der Drehaxe, so ist 
9 = und der Druck vertical abwärts auf das Lager 

ing-f-in9a)' = mg-hm9a)o*, 
der Druck horizontal in der Richtung der Bewegung 

^ Liegt dagegen der Schwerpunkt vertical über der Drehaxe , so 

'r ist 9) =;= TT und der Druck aaf das Lager vertical aufwärts 

[ — mg-f^m9a>'=— mgM 4-4 ^ ^^ J + m9aio*. 

*Der horizontale Druck ist hier wieder gleich Null. 

Liegt der Schwerpunkt in der Drehaxe, so sind die Drücke 
auf die Lager unabhängig von der Bewegung, und geben die Resul- 

tirende mg, das Gewicht des Körpers. 
y . ' 

lYO. Wirkt auf den betrachteten Körper während einer sehr 

kurzen Zeit eine Kraft N, von welcher wir voraussetzen, dass sie 
''. in einer Ebene liege , welche rechtwinklich auf die Drehaxe geht, 

l so wird die Gleichung (a) in (Nro. 167) 

l Q^=— mg9siny-|-Nn 

|! wo n der Hebelarm der Kraft N ist. 

l' ' Integrirt man hier von t = bis t, so erhält man , wenn man 

f 00 für die Winkelgeschwindigkeit setzt 

k t . t 

f. Qw — Qwo = — mg9 /sinydt-l- /Nndt. 

i 0. 

k: Ist der Angriff der Kraft N nach einer unmessbar kleinen Zeit 

I vorbei, so kann die während dieser Zeit erfolgte Aenderung von q> 

t ebenfalls nur unmessbar klein sein, während doch, wenn N sehr 

^ gross ist, die Aenderung der Geschwindigkeit eine messbare sein 

b kann. Die Wirkung einer solchen Kraft, welche in unmessbar 

^ kleiner Zeit eine messbare Aenderung in der Geschwindigkeit her- 

H\ , vorbringt, nennt man einen Stoss. 

I ^ 

I Ist t unmessbar klein p so muss auch / &mg>di,y was kleiner 
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als t ist, uninessbar klein sein , und kann daher weggelassen wer- 
den ; ebenso wird n sich während der Zeit t nnr unmerklich ändern, 
und desshalb als constant behandelt werden können. Damit wird 

die zweite Gleichung 

t 

Qai-Q«o=n/Ndt. (g) 



welche überhaupt für den Stoss gilt, da die bewegende Kraft mg 
hier nicht mehr in Betracht kommt. 

Wirkt nach der Zeit t nur noch die Schwerkraft auf d^n Kör- 
per, so wird von hier an die Bewegung nach der Formel (a) in 
(Nro. 167) sich berechnen lassen. Geht man hierbei davon aus, 
dass die Geschwindigkeit beim An&nge de& Stosses Null war, so 
ist o>o = und 



Qa> = n /Ndt; 



ist ferner zu dieser Zeit der Schwerpunkt des Körpers in der Ver- 
ticalebene durch die Drehaxe, so gibt die Gleichung (d) der gedacht 
ten Nummer 

a) = 2sinJ9,y pL_, (h) 

womit man aus dem beobachteten Ausschlage die durch den Stoss 
erlangte Winkelgeschwindigkeit oder auch die Grösse des Stosses 



/■ 



Ndt 



berechnen kann. 

^ Man gebraucht diese Formeln , um die Wirkung kurzdauern- 
der electrischer Ströme auf Magnetnadeln zu berechnen, wobei statt 
der Schwerkraft die Wirkung des Erdmagnetismus auf die Magnet- 
nadel in Rechnung zu ziehen ist ; oder bei der Bestimmung der Ge- 
schwindigkeit der, Projectiie der Artillerie mit Hülfe des Pendels 
von Hob ins. Auf das letzte wollen wir hier noch etwas näher ein- 
gehen. Das genannte Pendel besteht aus einer sehr bedeutenden 
Masse, welche. durch eine solid befestigte, horizontale Axe getragen 
wird. Die Kugel, deren Geschwindigkeit gemessen werden soll/ 
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dringt in die MEtsse des Pendels ein, bleibt dariü stecken und er- 
theilt dem Pendel die Anfangsgeschwindigkeit Man naisst den 
Ausschlag, welchen das Pendel hierdurch erlangt. 

Ist fi die Masse der Kugel und v die Geschwindigkeit, mit 
welcher sie am Pt^ndel anlangt, nennt man IN den Druck, welchen 
die Kugel auf das Pendel ausübt, und welcher rückwärts vom Pen- 
del auf die Kugel ausgeübt wird , so gibt der Sat^ über den An- 
trieb für die Bewegung der Kugel 



ßy* — fiY= — / Ndtp 



worin v' die Geschwindigkeit ist, welche die Kugel am Ende der 
Zeit t, w^elche vom Augenblicke des beginnenden Eindringens ge- 
zählt ist, noch hat. Diese rauss aber am Ende des Stosses der Ge- 
sphwindigkeit der von ihr berührten Stelle des Pendels gleich sein, 
oder mit der obigen Bezeichnung gleich n m. Man bat daher 

fiy^finw-h /Ndt 
Q 

= 14 n cii ^ m 

^ n 

Mn'H-Q 
n 
Naeh dem Stosse bildet die Kugel und das Pendel einen Kör- 
per ; sein Trägheitsmoment sei Qi , so wird 






Aus beiden Gleichungen lässfc sich v berechnen. 

Die Trägheitsmomente Q und Q^ bestimmt man aus den beob- 
achteten Schwingungsdauern der beiden Pendel, mit und ohne Ku- 
gel, woraus man z. E, für die Schwingungsdauer r^ des zweiten 

r ^ 

und ^ 

m^^ 2sin^^^ . — 

findet. 
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Der StoM auf das Lager. 

I7i. Der Dra€k auf das Lager während des Stosses ist in der 
Richtung der Bewegung 

,da> 





Y = N- 




Gleichung (28 in 


Nro. 161) oder 




Y = N- 




Soll dieser gleich 


Null werden, 


, so mas8 




md 


k* + 9» 
" 9 



sein; man sieht, dass n die Entfernung des Scliwingungsmittel- 
punktes von der Drehaxe ist. Dieser Punkt heisst desshalb auch 
der Mittelpunkt des Stosses. Damit, dass T gleich Null wird, ist 
aber noch keineswegs gesagt, dass auch die Drücke auf die ein- 
zelnen Zapfenlager Null werden; diese können noch immer ein 
Eräftepaar sein (Nro. 193). 

Wird Y nicht gleich Null, so ist der Stoss auf die Lager m 
der Richtung der Bewegung 



A^'=0-FT5-0>-^' 



= m (üi — a>o) (1) 

Ist CO — (Oq positiv, so wird dieser Stoss in der Richtung der Be- 
wegung liegen, wenn k' + 9* — n9 positiv ist, andernfalls der 
Richtung der Bewegung entgegen. Ist w — «o negativ, so ist 
diess umgekehrt. 



Die statischen Momente der Kräfte an einem 
starren Körper. 

172. Kennt man das statische Moment der Kräfte an einem 
starren Körper für eine Axe, so kann man damit das Moment för 
eine zur ersten parallelen Axe in folgender Weise finden. Ist z die 

4 



1 
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Axe, für welche man das Moment M^ kennt, sind P^, P'^... die 
Gomponenten der Kräfte parallel zu der auf z senkrechten Axe x ; 
ebenso P , P'y««« parallel zu der y Axe, welche senkrecht auf z 
und X stehen soll ; sind x , x^ . . , y , y' • . . die Coordinaten der An- 
griffspunkte dieser Kräfte; sind a und b die Coordinaten der neuen 
zu z parallelen Drehaxe c : so hat man das Moment der Kräfte für 
diese Axe 

M. = ^[P/x-a)-P,(y-b)] = 
= J(P^x-P,y)-a^P, + b2P.. 
Das erste Glied rechts ist das statische Moment der Kräfte für die z 
Axe; die beiden letzten Glieder sind das negative statische Moment 
aller Kräfte für die z Axe, wenn diese Kräfte parallel zu sich mit 
ihren Angriffspunkten in die c Axe verlegt werden. Man hat also, 
um das statische Moment der Kräfte für die c Axe zu finden, von 
dem Momente für die z Axe das Moment aller Kräfte diese mit 
ihren Angriffspunkten in die c Axe verschoben, abzuziehen, dieses 
Moment ebenfalls für die z Axe genommen. 

173. Das statische Moment einer Kraft P für eine Axe n ist, 
wenn 9 die ktirzeste Entfernung von P und n ist (Nro. 159) 
M^=Psin(P,n).9. 
Sind Xq und y^ die Coordinaten des Schnittpunktes von P mit 
der wiilkührlichen Ebene x, y, den Ursprung der Coordinaten in n 
genommen, so ist 
9 sin (P, n) = — [x^j (cos (n, y) cos (P, z) — cos (n, z) cos P, y) H- 
-h yo (cos (n, z) cos (P, x) — cos (n, x) cos P, z)] . 
Setzt man die Momente der Kraft P in Beziehung auf die Coordi- 
natenaxen x, y, z gleich M^^, M^, M^, so hat man 

M^ = Pcos<P,z).yo; M^ = ~Pcos(P,z).Xo und 
M^ = Pcos(P,y).Xo — Pcos(P,x) .yo . 
Damit wird das Moment der Kraft P für die Axe n 

M^ = M^ cos (n, x) -h My cos (n, y) + M^ cos (n, z). 
Man findet daher das Moment für die Drehaxe n , wemi man 
die Momente für die Coordinatenaxen als Längen auf diese auf- 
trägt, und diese Längen auf n projicirt und dort addirt. 
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Setzt man 
M^ =Mcos(M,x); M =Mcos(M,y); M^ = Mcos(M,z), 

wo M nach Richtung und Grösse durch die Diagonale des Parallele- 
pipeds über M^, M , M^ gegeben ist, so wird 

Mj^= M£cos(M,x)cos(n,x) -f-cos(M,y)cos(n,y) 4- 
+ cos (M, z) cos (n, z)] = M cos (M, n). 

Es ist also das Moment für die Axe n gleich der Projection von M 
aufn. • 

Das grösste Moment hat daher die Kraft P für die Axe M 
und dieses ist gleich M, dessen Constraction oben angegeben ist. 

Für eine Axe rechtwinklich auf M wird das Moment der Kraft 
gleich Null ; die Axen , welche in einer durch den Ursprung der 
Goordinaten gehenden , zu M^ rechtwinklichen Ebene liegen, werden 
daher entweder von der Kraft P geschnitten, oder gehen dieser 
parallel. Die Axe des gross ten Momentes für alle durch den Ur- 
sprung der Coordinaten gehenden Axen steht daher rechtwinklich 
auf der durch diesen Ursprung und die Kraft P gehenden Ebene. 

174. Was hier für eine Kraft gezeigt wurde, kann auf eine 
beliebige Reihe von Kräften ausgedehnt werden. Die Summe der 
Momente dieser Kräfte fär eine Axe n, wekhe durch den Ursprung 
der Goordinaten x, y, z geht, findet man 

^M^ = cos (u, x) :^M^ + cos (n, y) ^M^ + cos (n, z) JM/. 
bestimmt man. dann M durch die Gleichungen 
^M^ = Mcos(M,x); ^My = Mcos(M,y); :^M^ = Mcos(M,z), 
so erhält man wie oben ^ ^ 

^M^ = Mcos(M,n), (32) 

und hat M als das grösste Moment aller Kräfte, welches aus (31) 
oder der entsprechenden Construction des Parallelepipeds mit den 
Seiten :^M^, ^M^, :^M erhalten wird.. 

X y a 

Wir nennen das durch (31) bestimmte grösste statische Mo- 
ment für die durch den Punkt gehenden Axen das statische 
Moment um diesen Punkt. 

Die Gleichungen (31) und (32) zeigen noch, dass man stati-« 
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sehe Momente nach denselben Regeln wie Kräfte zusammensetzen 
und zerlegen könne. 

175. Für irgend einen andern Punkt, dessen Coordinaten 

X, y, z sind, findet man die statischen Momente für die zu x, y , z 

^ parallelen Axen nach dem Satze in (Nro. 172), wenn man die Summe 

der Gomponenten der Kräfte nach den Richtungen x, y, z mit 

X, Y, Z bezeichnet 

M'^ = M^-Zy-f-Yz; M'^i^M^-Xz-f-Zx; 

M'^ = M^-Yx-f-Xy. ^ (a) 

Setzt man die Kräfte X, Y, Z in dem Punkte x, y, z zu einer 
Resuitirenden R zusammen , so sind die statischen Momente dieser 
Kraft R für die durch gehenden Axen dieselben, in welchem 
Punkte der Richtung R man diese angebracht denkt. Es sind also 
die M' , M' , M'^ und daraus auch M' unabhängig von der Lage 
des Punktes x, y, z, wenn dieser nur in der geraden Linie R bleibt, 
Kennt man das grösste Moment der Kraft R fiir den Punkt 0, N, 
so ist 
^ N = ±Rr 

wo r die Entfernung der Linie R von ist, und das Zeichen von 
der Richtung der versuchten Drehung abhängt. Die Axe N liegt 
i rechtwinklich auf 0, R, und kann immer nach der Seite hingenom- 

men werden, für welche die Drehungsrichtung die positive ist, so 

l- dasS immer 

N = -hRr (b) 

i ist. 

[ Für alle Linien, die zu R parallel sind, und in demselben Ab- 

' Stande von liegen , ist N dasselbe der Grösse nach. Alle diese 

\ Axen N liegen in einer durch gehenden , zu R normalep Ebene. 

Setzt man die Momente der Kraft R für die Axe Ox, Oy, Oz 
' gleich 



M' =M -N 



2M.Ny-2M^N^ 









N,. N,, 


N.. 


so werden die Gleichungen (a) 




M'^. 


= M,- 


N,; 


MV = M^- 


-N, 


woraus 










M" 


= M'- 


hN' 


-2M N - 


-2Ä 
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Nun ist 
M^ = Mcos(M,x); My = Mcos(M,y); M^ = M cos (M, z) ; 
N^ = Ncos(N,x)rNy = Ncos(N,y); N^ = N cos (N, z). 
Substituirt man diese Werthe in die vorhergehende Gleichung , so 
erhält man 

M'' = M'-+-N*~2MNcos(M,N), (c) 

oder das Moment für einen der Punkte der geraden Linie R ist 
die Diagonale des Parallelogramms , das über M und — N beschrie- 
ben ist. 

Dreht man die gerade Linie R in der gleich bleibenden Ent- 
fernung r um den Punkt 0, so bleiben M und N dieselben, aber N 
dreht sich mit R, und dadurch wird der Winkel M, N ein anderer; 
den kleinsten und grössten Werth hat der Winkel M, N, wenn r, 
die Senkrechte von auf R., zugleich rechtwinklich auf M steht, 
oder die kürzeat^ Entfernung beider ist , oder N in der durch M zu 
R parallelen Ebene liegt. 

Ist a der Winkel M, R, so wird hierfür 

M, N = -^r a oder — •+•«. 

Der eine dieser Winkel gibt den grössten; der andere den kleinsten 
der zu r gehörigen Werthe von M'. 

Der kleinste Werth von M' für ein beliebiges r, 
aus der üonstruction des Parallelogramms über M und - 
sieht, gehört zu 

N = Msin a 

und ist gleich M' = M cos a. 

Dieses kleinste Moment ergibt sich also für 

Msina ,^. 

r = -g- (f) 

Dieses r liegt rechtwinklich auf der Ebene durch M parallel zu R. 
Trosse des Momentes durch c 
cken , so hat man hierzu 
M, X ^ My Y ^ M^ Z 



wie 


maa 


•N = 


= Rr 




(d) 




(e) 



Will man die Grösse des Momentes durch die M^, M , M^ 
und X, T, Z ausdrücken, so hat man hierzu 



''°"*- M R ■ M R • M R' 

Holftsmann, tbeoret. Mecliaiiik. 12 
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oder XM^H-YM^-f-ZM^ . . 

M' = ^ ^ — ^. (g) 

Dieses kleinste Moment far irgend ciinen Punkt kann ans (e) nur 
Null werden, wenn a ein rechter Winkel ist, also das Moment M 
anf R rechtwinklich steht, welche Bedingung auch durch 

XM^4-YMy+ZM^ = (h) 

ausgedruckt ist. 

. Sind die Kräfte auf einen Punkt übertragen im Gleichgewichte, 
oder was dasselbe ist, ist R = 0, so ist N = und das Moment 
dieser Kräfte ist für jeden Punkt dasselbe. 

Ist endlich M gleich Null und R nicht gleich Null, so ist die 
durch O gehende Gerade R der Ort der Punkte der kleinsten Mo- 
mente, welche alle gleich Null sind. 

Sind M und R gleich Null, so haben die Kräfte für keilte Dreh- 
axe, wie diese gewählt wird, ein statisches Moment, ein Bestreben 
Drehung hervorzubringen. 



Gleichgewicht der Kräfte an eiaem starren 
Körper. 

176. Haben die Kräfte an einem starren Köi^per für einen 
beliebig gewählten Punkt das statische Moment M, so bringen 
diese Kräfte um jede durch gelegte Axe, welche nicht recht- 
winklich auf der Axe des Momentes M steht, Drehung hervor, und 
sind also nicht im Gleichgewichte. Für das Gleichgewicht der 
Kräfte ist daher erforderlich , dass M = sei, oder wenn man mit 
Mj^, M , M, die statischen Momente für drei in dem Punkte sich 
schneidende rechtwinkliche Axen nennt, wegen 

M^ = M,'-+-M ^-hM ^ 

M, = 0; My = 0; M^ = 0. (a) 

Ist di^se Bedingung erfüllt, so ist für jede durch den Punkte 
gehende Axe das Drehmoment der Kräfte gleich Null , oder diese 
bringen um keine dieser Axen Drehung hervor. 

Hier -können also die Kräfte nur einen Druck auf diesen Punkt 
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aosuben, oder sich auf eine Kraft rednciren , welche durch dteaen 
Paokt geht, oder endlich unter sich im Gleichgewichte sein. 

Hat man ebenso för einen zweiten Punkt O' das statische 
Moment um diesen Punkt gleiph Null, so müssen die Kräfte sich 
auf einen Druck oder Zug reduciren, welcher die Richtung 00^ 
hat, oder sie müssen keinerlei Bewegung hervorbringen, sie müssen 
unter sich im Gleichgewichte sein. 

Ist endlich noch für einen dritten Punkt 0'^ welcher mit den 
beiden ersten nicht in einer Geraden liegt, das statische Moment 
um diesen Punkt Null , . so können die Kräfte an dem Körper über^ 
hanpt keine Bewegung hervorbringen; sie sind unter sich im 
Gleichgewichte. Dann wird das statische Moment der Kräfte um 
jeden Punkt gleich Null sein. 

Damit das letzte der Fall ist, genügt nach der vorhergehenden 
Nummer, neben der Bedingung M=:0, dass die Resultirende der 
parallel zu sich in einen Punkt übertragenen Kräfte,' S, gleich Nnll 
werde. Sind X , Y , Z die Summen der Componenten der Kräfte 
nach drei unter sich rechtwinklichen Axen O2, Oy, Oz, so ist 
R' = X'4-Y'^-ZS 
, und die Bedingung R = zerfällt in 

X = 0; Y = 0; Z = 0. , (b) 

Die Bedingungen des Gleichgewichtes der Kräfte 
an einem starren Körper sind also; 

Erstlich, dass die Summen der Componenten der 
Kräftenach drei unter sich rechtwinklichen Richtungen 
einzeln gleich Null sind; und 

Zweitens, dass die Summen der statischen Momente der 
Kräfte für drei unter sich rechtwinkliche, sich in einem 
beliebig gewählten Punkte schneidende Azen einzeln* 
gleich Null sind. 

177. Sind die Gleichungen (b) der vorhergehenden Nummer 
erfüllt, heben sich also die Kräfte an dem Körper, alle auf einen 
Punkt übertragen, auf, ohne dass das Moment M um den Punkt 
Null ist, so ist nach (Nro. 175) das Moment um jedep Punkt 
gleich M« 

Bringt man an diesem Körper ein Kräftepaar an, das die Axe M 

12» 
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hat and dessen Moment gleich — M ist, so wird nun das Moment 
aller Kräfte nm den Punkt gleich 

M — M^O, 

während zugleich die Resnltirende aller Kräfte, diese an einen 
Punkt übertragen , gleich Null bleibt, weil sich die beiden Kräfte 
des Kräftepaars hier aufheben. Das gegebene Kräftesystem kann 
daher durch ein Kräftepaar vom Momente — M ins Gleichgewicht 
gebracht werden. Die Bewegung, welche das Kräftesystem hervor- 
bringt, ist daher dasselbe, welche ein Kräftepaar mit dem Momente 
M und der Axe M hervorbringt , oder das Kräftesystem kann durch 
ein Kräftepaar ersetzt werden , dessen Lage und Moment M angibt* 
das nach (Nro. 174, Gleichung 31) bestimmt werden kann. 

178. Sind die Gleichungen (a).in (Nro. 166) erfüllt, aber die 
Gleichungen (b) nicht , so reducirt sich das System der Kräfte auf 
eine einzige Kraft R, welche durch den Punkt 0, für welchen die 
Momente gleich Null sind , geht. 

179. Sind weder die Gleichungen (a) noch (b) erfüllt, so 
kann man versuchen, ob es möglich ist, das Kräftesystem durch 
eine einzige Kraft ins Gleichgewicht zu setzen , in welchem Falle 
das Kräftesystem durch eine einzige Resnltirende, welche jener 
Kraft gleich und entgegengesetzt ist, ersetzt werden kann. 

Ist wie bisher R die Resnltirende der in einen Punkt übertra- 
genen Kräfte, so muss die Kraft, welche das System ins Gleichge- 
wicht bringen soll, gleich — R sein, wodurch für alle Kräfte die 
Bedingungen (b) in (Nro. 176) erfüllt sind. 

Damit auch das Moment aller Kräfte um den willkührlich ge- 
wählten Punkt O Null werde, muss, wenn M das Moment der gege- 
benen Kräfte um diesen Punkt ist, das Moment der Kraft ~ R um 
diesen Punkt gleich — M sein, und seine Axe mit der Axe M in 
eine Linie fallen. Die Axe des Momentes um einen Punkt 0, einer 
Kraft — R steht aber rechtwinklich auf 0, R, und darauf muss also 
auch M rechtwinklich stehen. Die Grösse — M des Momentes 
kann man immer dadurch erhalten , dass man •— R bis zu der Ent- 
fernung r hinausrückt, ftir welche 

-M=-Rr 
ist. 
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i>\e Bedingung , dass durch' eine einzige Kraft Gleichgewicht 
hervorgebracht werden kann, oder die Bedingung, dasö das Eräfte- 
system eine einzige Resultirende habe, ist daher, dass M rechtwink- 
lieh auf R stehe, welche durch die Bedingung (h) in (Nro. 176) 

XM,-|-YMy4-ZM^=:0 (h) 

ausgedrückt ist. 

180. Ist diese Bedmgung nicht erföUt, so kann man immer 
durch zwei Kräfte, 'welche nicht in einer Ebene liegen, zwei wind- 
schief gegen einander liegende Kräfte das System ins Gleichge- 
wicht bringen. 

Bringt man im Punkte O eine Kraft ^ R an und zugleich ein 
Kräftepaar, dessen Moment — -M ist, so ist dadurch das Moment 
aller Kräfte um gleich Null und die Resultirende aller in einen 
Punkt verlegten Kräfte gleich Null, also den Bedingungen des 
Gleichgewichtes genügt. 

Da man die eine der Kräfte des Kräftepaars immer durch O 
gehen lassen kann, durch weichen Punkt auch — R geht, so kann 
man diese beiden Kräfte zu einer zusammensetzen. Welche mit der 
andern Kraft desTaars die gegebenen Kräfte ins Gleichgewicht 
bringt. 

181. Kräfte an einem starren Körper lassen sich daher immer 
durch zwei Kräfte ersetzen. Liegen diese in einer Ebene, so geben 
sie eine einzige Resultirende für das Kräfbesystem oder ein Kräfte- 
paar, oder endlich sie sind im Gleichgewichte. 

182. Aufgabe. Die Massentheile eines starren Körpers 
werden durch parallele Kräfte angegriffen, welche den Massenthei- 
len proportional sind. Die Resultirende dieser Kräfte und ihren 
Angriffspunkt anzugeben. 

Ist dm ein Massentheil des Körpera und fdm die Kraft, 
welche diese Masse angreift, wobei fconstant, so ist die Grösse 
der Resultirenden 

fm 

wenn m die ganze Masse des Körpers ist. Diese Resultirende ist 
den Kräften fdm parallel. 

Um die Lage der Resultirenden zu erhalten , nehme ich ein 
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Axeosystem an; die Axe der z parallel zq f d m, die x und y recht- 
wtnklich darauf. Die Coordinaten des Massentheils dm seien 
X, y, 2; die Coordinaten des Angriffspunktes der Resultirenden 
seien x^, 7i» z^. Bringt man eine Kraft in diesem Punkte an, welche 
der Resultirenden gleich aber entgegengesetzt ist, so wird Gleich- 
gewicht eintreten. Die Bedingungen (a) des Gleichgewichtes ge- 
ben hier 

/yfdm — fmy^ =0 odermy^ = /ydm, 

/xfdm — fmx4=0 oder mx^ = /xdm, 

während man für die z Axe keine Momente erhält. Diese beiden 
Gleichungen bestimmen eine der z Axe parallele Linie, welche 
durch den Massenmittelpunkt des Körpers geht. Die Resultirende 
geht daher durch den Massenmittelpunkt des Körpers» und zwar da ' 
die Richtung von f willk&rlich ist, wie die Kräfte gerichtet sind« 
Der Massenmittelpunkt heisst hiernach auch wohl der Mittelpunkt 
paralleler Kräfte. 

Ist f die Schwerkraft, so ergibt sich mit dem obigen, dass 
auch die Resultirende der Schwerkräfte , welche die Tbeile eines 
schweren Körpers angreifen , durch den Massenmittelpunkt gehen, 
und dieser heisst desshalb auch der Schwerpunkt eines Körpers. 
Die Schwerkräfte an den einzelnen Massentheilen eines K!örpers 
kann man daher immer durch das an dem Schwerpunkte desselben 
angebrachte Gewicht des Körpers ersetzen. 

183. Aufgabe. Die Massentheile einer homogenen Kugel 
werden gegen eitaien Punkt A mit Kräften angezogen , welche den 
Massen proportional und dem Quadrate des Abstandes der Massen 
von A umgekehrt proportional sind. Diese Kräfte wo möglich durch 
eine Resultirende zu ersetzen. 

Da alle Kräfte durch den Punkt A gehen, haben sie eine Re- 
sultirende, welche ebenfalls durch diesen Punkt A geht. 

Ist dm ein Massentheil, r seine Entfernung von A, so ist die 
auf dm wirkende Kraft 

-dm 

wo f eine Coustante ist. 
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Legt man durch den Mittelpunkt der Kugel drei rechtwink- 
liehe Coordinatenaxen Ox, Oy, Oz, von welchen die erste durch 
A gebe, so ist die Componente der auf d m wirkenden Kraft parallel 
Ox, wenn a die Entfernung A ist 
«dm a — X 
r^ r 

wobei X die Goordinate von dm ist. Sind die beiden andern Goor- 
dinaten y und z, so hat man 

r* = (a-x)'-l-y*H-z' 

und kann daher .1 

d — 
a — X r 

r* ""^ da" 

setzen. Damit erhält man für die obige Gomponente den leichter 

zu behandelnden Ausdruck 

, dm 
u 

-f- ' 



/ 



da 
und für die Summe dieser Componenten 

d/iH r^ 

_f:4_JL, . W 

da 
wobei das Integral über alle Theile der Kugel auszudehnen ist. 
Sjetzt man 

das Integral wieder über die ganze Kugel ausgedehnt, so hat man 
zuerst dieses Y zu bestimmen. 

Beschreibt man um zwei Kugelflächen mit den Halbmessern 
Q und ^ + d^; beschreibt man ferner zwei Kugelflächen, welche 
ihre Spitzen in haben und Ox als Axe, deren Oeffnungen die 
Winkel 6 und 6 + d 6 sind ; schneidet man endlich diese Flächen 
durch zwei Ebenen, welche durch Ox gehen und mit der Ebene 
X, z die Winkel 9 und 9) + d9) bilden, so ist das Volumen des 
Elementes, das durch diese sechs Flächen begrenzt ist 
^^sinöd^död.y 



184 !!• Krftfte an einem stairen KOrper. 

und wenn A die Dichte der Kagel ist» die Masse dieses Elementes, 
welche wir für dm nehmen 

dm = J^'sindd^d6dy. 
Für r^ erhält man mit diesen Gobrdioaten den Ausdruck 

r^ = ^' -h a' — 2 a ^ cos 6. 
und damit 

^^sin6ld(»dödy 

V^^'-ha^ — 2a^cosd 

Die Integration nach ff ist von 9) = bis 9) = 2 tt auszudehnen; 
sie gibt 









V^^*4-a* — 2a^C08e 

Die Integration nach ist von d = bis B=-n auszudehnen ; sie 
gibt , 

V = ^/?[±(? + a) + (^-a)]dß. 

Der Ausdruck 

Ve'+a^ + 2a(> 

gibt die Werthe der Entfernung des. Punktes a von den beiden En- 
den der Kugelschichte vom Halbmesser ^ für 6 = und ö = 7r. 
Man hat daher für 6 = tt hierfür immer ^ -I- a zu nehmen ; für 
6 = aber a — ^, wenn a > p ist, dagegen p -- a wenn a < ^ ist, 
oder das erste, wenn der Punkt A. ausserhalb dieser Kugelschichte* 
liegt, das letzte, wenn er innerhalb derselben liegt; für ^ = a sind 
beide Werthe einander gleich und gleich Null. Damit erhält man, 
v/enn A ausserhalb der Kugelschichte vom Halbmesser q liegt 

liegt dagegen A' innerhalb der Kugelschichte vom Halbmesser q 

Y = 47tjfQiQ. (c) 

Liegt der Punkt A ausserhalb der Kugel, so hat man den 
ersten Werth von V von ^ = bis ^ = ^i , dem Halbmesser der 
Kugel und daher 
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v=l^=^. (d) 

o a a 

wenn m die Masse der ganzen Kugel ist. 

Die Summe der Componenten aller Kräfte , welche die Massen- 
th'eile der Kugel gegen A anziehen ist daher nach (a) 

d — 

a _ m («) 

da a' 

oder sie ist dieselbe, als ob die ganze Masse m in dem Mittelpunkte 
der Kugel vereinigt wäre/ Da die Kräfte rechtwinklich auf Ox sich 
paarweise aufheben, so ist diese Summe zugleich die Resultl- 
rende aller auf die Kugel wirkenden. Theile. 

Liegt dagegen der Anziehungspunkt in der Kugel, so kann 
man diese in eine Kugel vom Halbmesser a und in eine Kugelschale 
von hier weg theilen. Für die letzte ist der Anziehungspunkt ein 
innerer Punkt, für welche der zweite Werth von V unabhängig 
von a ist. Die anziehende Kraft für irgend eine dieser Kugel- 
schichten ist 

da 
also auch fiir alle , und es bleibt daher nur die Anziehung auf die 
Kugel vom Halbmesser a, welche nach {e) ^eich 

ist, wo m die Masse der Kugel vom Halbmesser a ist. Diese ist 

4 . 

— SL^Tt/J, womit die Anziehung auf die Kugel durch einen inneren 

Punkt 

o • • 

wird. Diese ist daher der Entfernung des Punktes A von dem 
Mittelpunkte der Kugel proportional. 

Liegt der anziehende Punkt auf der Oberfläche der Kugel , so 
fallen die beiden Ausdrücke (e) und (f) zusammen. 

Es ist leicht zu sehen, dass die Schlüsse dieselben bleiben, 
wenn die Kugel aus concentrischen homogenen Kugelschichten be- 
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siebt, deren Dichte von einer zur andern Schichte sich ändert. 
Nur die Formel (f) muss dann durch 

a^ 
ersetzt werden, wo m die Masse der Kugel vom Halbmesser ä ist. 

184. Aufgabe. Ein schwerer Magnet ist an einem Faden 
aufgehängt; auf ihn wirkt ausser der Schwere der Erdmagnetismus, 
welcher den Nordmagnetismus des Magnets anzieht und den Süd- 
magnetismus desselben eben so stark und in derselben Richtung 
abstosst. Die Gleichgewichtsbedingnngen für diesen Magnet an- 
zugeben. 

Ist dv ein Volumelement des Magnets/ so seiTjudv die Kraft, 
welche von der Erde auf den Magnetismus in diesem Elemente des 
Volums einwirkt, dabei T eine Constante, die Intensität des Erd- 
magnetismus und/idv die Menge des Magnetismus in dem Elemente 
dv und zwar positiv, wenn diess Mordmagnetismus ist, negativ an- 
dernfalls , was der entgegengesetzten Richtung der Kraft in beiden 
Fällen entspricht. Damit die Gesammtanziehung des Nordmagne- 
tismus und die Abstossung des Südmagnetismus gleich gross wer- 
den, muss 



/ 



fid\ = (a) 

werden , wenn man das Integral über alle Volumtheile des Magnets 
ausdehnt. 

Die Richtung der positiven Kraft Tfidw sei gegeben durch die 
Lage des magnetischen Meridians und die Inciination. In der 
ersten ziehen wir durch den Aufhängepunkt des Körpers die hori- 
zontale Coordinatenaxe der X gegen Norden; i sei die Inciination des 
Magnetismus, so dass also die Kraft Tjudv in der Verticalebene 
durch Ox liege und den "Winkel i init Ox unter den Horizont ge- 
messen, mache. 

Für ein Element des Volums dv ist dann die horizontale 
Kraft des Erdmagnetismus 

Tfidvcosi, 
die verticale abwärts, welches die Richtung der z sei 

T/t*dvsini. 
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Sind die y rechtwinklich aaf beide, x and z, gemessen, so ist die 
Kraft des Erdmagnetismus parallel y gleicb Null. 

Vertical abwärts wirkt auf den Körper die Schwere, deren 
Resultirende mg sei; sie geht durch den Schwerpunkt, dessen 
Goordinaten a, b, c seien. 

Endli<2.h wirkt an dem Körper noch die Spannung des ihn 
tragenden Fadens, die Componenten von ihr nach den Richtungen 
X, y, z seien 

Sx» Sy' S«- 

Damit hat man die Summe der Componenten aller Kräfte nach 
den Richtungen der Coordinatenaxen 



Tcosi //[idv-hS^ = X, 



Tsini A*dv -f- S^ -4- mg = Z , 

welche sich w0|[en (a) auf 

.S, = X; S^ = Y; S. + nig=Z (b) 

reduciren. 

Die Summe der Momente für die Coordinatenaxen erhält man 

mgb-h Tsiniyyjttdv = M^, 

— mga— Tsini /xjiidv4-Tcosi /zjiidv=Myj (c) 

— Tcosi /yjtidvsiM^- 
Die Werthe von S^, S , S^ hängen von der Spannung des 
Fadens und der Neigung ab, welche er in dem betrachteten Mo- 
mente hat. Man hat * . 

S^ = S cos (S, x>; Sy = S cos (S, y) ; S^ = S cos (S,z) , 
worin die Winkel als gegeben zu betrachten sind. 

Für das Gleichgewicht müssen X , Y, Z einzeln gleich Null 
sein; es müssen also ^ 

co6 (S, x) :;= ; cos (S, y) = sein , woraus cos (S, z) = ± 1 
folgt. Die Gleichung 
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S^ + mg = 0. 

gibt hierzu S,z=7r und S = mg. Der Faden hängt also in der 

Ruhe vertical and seine Spannung ist dem Gewichte des Magnets 

gleieb. 

Setzt man T . ttt /ttt \ 

/x jti d V = W cos (W, x) , 

A|iidv = Wcos(W,y), (d) 

/zjiidv = Wcos (W,z), 

so ist, wenn n eine beliebige Richtung ist, welche durch gezogen 
ist, und wenn unter der Grösse n der Abstand der Projection von 
dv auf n vom Punkte verstanden wird 

n = X cos (n, x) -h y cos (n, y) -h z cos (n, z) , 

/njttdv = Wcos(W,n) 

gefunden wird. Es ist also W der grösst^ Werth, flen die Summe 
/nfiiv fiiT irgend eine Richtung annehmen kann. Man nennt die- 
sen grössten Werth das magnetische Moment des Magnets, und die 
Richtung n, für welche man dieses Maximum findet, das ist die 
durch (d) bestimmte Richtung W die magnetische Axe. 

Damit gibt die letzte der Gleichungen (c) für das Gleich- 
gewicht die Bedingung 

— T Wcos i cos (W, y) = M^ = ^ 
was cos(W,Y) = 

gibt. Die magnetische Axe des Magnets muss für's Gleichgewicht 
mit der y Axe einen rechten Winkel bilden, also der Verticalebene 
X, z, dem magnetischen Meridiane parallel sein. 

Die erste d^r Gleichungen (c) gibt damit die Gleichgewichts- 
bedingung 

b = 0; 

der Schwerpunkt des Magnets muss ebenfalls in dem magnetischen 
Meridiane liegen. 

Die zweite deir Gleichungen (c) wird endlich . 
mga-f-TW[sinicos(W,x) — cosicos(W,z)] = 
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was, weil W der Ebene x, z parallel ist 

mga + T Wsin [i — (W, x)] = 
gibt, woraus die Neigang der magnetischen Axe für die Gleich- 
gewichtslage folgt, nämlich 

8in[(W,x)-i] = ||^. 

Ist a= 0, d. h. liegt der Schwerpunkt des Magnets in der Vertica- 
len durch den Aufhängepunkt, so 

W,x==i fürs Gleichgewicht 

185. Sind die Gleicbgewichtsbedingungen durch die Lage der 
magnetischen Axe und des Schwerpunktes nicht erfallt, so kann 
man verlangen, die an dem Magnete wirkenden Kräfte auf die 
kleinste Zahl, d. h. auf zwei zu reduciren. Ich setze dabei voraus, 
der Faden hänge vertical herunter, so dass S^ und S gleich KuU 
sind. 

Um das Moment um den Punkt zu finden , kann man zuerst 
die Momente der Schwerkraft und der magnetischen Kräfte abge- 
sondert suchen. 

Bezeichnet man das statische Moment der Schwerkraft um den 
Punkt mit G, so ist 

Gcos(G,x) = mgb, 

Gcos(G,y)= — mga, 

Gcos(G,z^==0, 
Daraus ergibt sich, dass die Axe dieses Momentes horizontal liegt 
/ G, z = — - j und dass sie mit der x Axe Winkel bildet, die durch 

co8(G.x)==l^=^^=^, cos(G.y) = -^^=^ 

gegeben sind. Diese Winkel sind zwischen und n zu nehmen. 
Diese Axe liegt daher rechtwinklich auf der Verbindungslinie des 
Ursprungs O mit der Horizontalprojection des Schwerpunktes. Das 

Moment selbst ist 

G = mgVliM^T^ 
Das statische Mongi^ nt der magnetischen Kräfte bezeichne ich um 
ilen Punkt mit M. Damit ist 
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M COS (M, x) = T W sin i cos ( W, y), 
M cos (M. y) = — T W [sin i cos ( W, x) — cos i cos (W, z)] , 
und M cos (M, z) = — T W cos i cos (W, y). 
Zieht man durch eine Linie rechtwinklich auf die Richtung von T 
in der Ebene z, z, welche n heissen mag, und weiche nach der 
Richtung genommen werden soll, für welche cos (n,x) = sin i und 
cos (n, z) = — cos i ist, so wird 

sin i cos ( W, x) — ■ cos i cos {WfZ)=^ cos (W, n) 
und damit die zweite Gleichung 

M C03 (M, y) = — T W cos (W, n). 
Quadrirt man die drei Gleichungen und addirt sie, so erhält man 

M' = T'W*[cos(W,y)'4-cos(W,n)'J. 
y, n und T sind Richtungen, welche aufeinander rechtwinklich 
• stehen, die Summe der Quadrate der Cosinus der Winkel von 
W mit diesen drei Richtungen muss daher 1 sein. Damit wird die 
letzte Gleichung 

M=i:TWsin(W,T) 

Diess ist das statische Moment der magnetischen Kräfte um den 
Punkt ; wie man sieht, ist dasselbe nur von der Lage und Grösse 
der magnetischen Axe und der Richtung und Grösse des Erdmagne- 
tismus abhängig, aber unabhängig von der Lage des Punktes O. 
Die Richtung von M ergeben die Gleichungen 

nn.rxi -x _ sin i cos ( W, y) _ cois (n, x) cos (W,y) 
costM,xj- ßi„(vv,T) " sin(W,T) ' 

>-- \ cos(W.n) 

cos(M.y) = - ^i„(^T) ' 

,„. V C08 i cos (W, y)._ cos (n, z) cos (W, y) 
cös(M,z)= gi„(w.T) sinCW.T) ' 

oder ftir die erste und dritte einfacher 

cos(M,n)=^^^^ und cos(M,T) = 0. 

Die Axe des statischen Momentes der magnetischen Kräfte steht 
daher rechtwinklich auf der Richtung des Erdmagnetismus. 

Sieht man von den Kräften ab, welche aus der Bewegung ent- 
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stehen , so hat man X = Y = Z = und kann daher f&r die vor- 
handenen Kräfte zwei Kräftepaare setzen, von welchen das eine das 
Moment G und das andere das Moment M hat. Will man diese 
auf ein Kräftepaar redociren , so kann man je zwei der Kräfte sich 
schneiden lassen, und diese dann zusammen setzen, oder man kann 
die Momente G und M zusammensetzen , wodurch man das resul- 
tirende Moment und die Axe des resuttirenden Kräftepaars erhält. 



Das Trägheitsmoment eines starren Körpers. 

186. Das Trägheitsmoment eines starren Körpers für eine 
gegebene Drehaxe ist nach Nro. 161 die Summe der Produkte aus 
jedem Mässentheil des Körpers in das Quadrat seiner Entfernung 
von der Drehaxe. In Nro. 162 sind die Trägheitsmomente für 
Axen durch die Schwerpunkte mehrerer regelmässiger Körper an- 
gegeben, und in Nro. 163 ist gezeigt, wie man damit die Trägheits- 
momente liir zu den ersten Axen parallele Axen finden kann. Hier 
stellen wir uns die Aufgabe, das Trägheitsmoment eines Körpers 
für eine beliebige Axe zu finden, aus den Trägheitsmomenten für 
drei unter sich rechtwinklichen Axen, wenn dieses möglich ist. 

Sind Ox, Oy, Oz drei unter sich rechtwinkliche Coordinaten- 
axen, und Q^, Q , Q^ die Trägheitsmomente eines starren Körpers 
für diese Axen, sind x, y, z die Coordinaten eines Massenelementes 
d m des Körpers , so ist 

Q^=y(y^ + zOdm; Q^=f(z'-hx')dm; 

y')dm. 



Q.=/(x'- 



wobei die Integrale über alle Massenelemente des Körper« auszu- 
dehnen sind. 

Legt man durch den Ursprung der Coordinaten eine Gerade 
n, so ist das Quadrat der Entfernung der Masse dm von dieser 
Geraden 

(x^-hy^H-z')sin(r,n)* = r'sin(r,n)*, 

wo r die Entfernung 0, dm ist. 
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Nun ist 

cos (r, n) = cos (r, x) cos (n, x) + cos (r, y) cos (n, y) 4- 
4-cos(r, z)cos(n,z), woraus 
. siD (r, n) * = 1 — cos (r, x) * cos (n, x) ^ — cos (r, y) * cos (n, y) * — 
— cos (r, z) ' cos (n, z) * 

— 2 cos (r, x) cos (r, y) cos (n, x) cos (n, y) 

— 2 cos (r, x) cos (r, z) cos (n, x) cos (n, z), 

— 2 cos (r, y) cos (r, z) cos (n, y) cos (n, y) 
= [cos(r, y)' -f- co8(r,z)']cös (n,x)* 
-f [cos (r, x) ^ -f cos (r, z) *] cos (n, y) ' 
4- [cos (r, x) ' + cos (r, y) '] cos (n, z) ' 

— 2 cos (r, x) cos (r, y) cos (n, x) cos (n, y) 

— 2co8(r,x)cos(r,z)cos(n,x)cos(n,z) • , 

— 2 cos (r, y) cos (r, z) cos (n, y) cos (n, z) 

folgt. Substituirt man diesen Ausdruck in den obigen r^ sin (r,n)\ 
so erhält man das Trägheitsmoment fiir die Axe n mit 

rcos(r,x) = x; rcos(r,y) = y; rcos(r,z) = Zy 
Q^ = Q^ cos (n, x) ^ -h Q^ cos (n, y) ' 4- Q, cos (n, z) ' 

— 2cos(n,x)cos(n,y) /xydm 

— 2cos(n,x)cos(n,z) / xzdm (a) 

~ 2cos(n,y)co8(n,z) /yzdm. 

Man muss also, um das Trägheitsmoment Q^ zu berechnen, neben 
den drei Trägheitsmomenten Q^ , Q und Q^ auch noch die drei In- 
tegrale /xydm, /xzdm, /yzdm, kennen; diese Integrale 
umfassen alle Massentheile des Körpers. 

187. Setzt man in der Gleichung (a) der vorhergehenden 
Summen 

X = ncos(n,x); 9 = ncos(n,y); j = nco8(n,z), 

wo n eine noch unbestimmte Länge der Richtung n ist, und X, 9, }, 
deren Projectionen auf die x, y, z Axe; setzt man dann 
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Q..n'=l. (b) 

was erlaubt ist, da Q^ wie alle Trägheitsmomente positiv ist, so,^ 
wird die Gleichung (a) 

— 2n;y xydm — 2rj /xzdm — 2^« /yzdm. 

In dieser Gleichung sind Q^, Qy,Q^, /xydm, /xzdm, 

/ yzdm Constanten, so lange die Goordinatenaxen dieselben blei- 
ben, von denen überdie^s die drei ersten positiv sind. Diese 
Gleichung ist demnach die Gleichung einer Fläche zweiter Ordnung, 
welche einen Mittelpunkt, den Ursprung der Coordinaten, hat. Die 
Flächen zweiter Ordnung mit einem Mittelpunkte haben aber drei 
aufeinandet rechtwinkliche Axen. • Bezieht man die Gleichung der 
Fläche auf diese als Goordinatenaxen , so wird sie 

i=ü,x'+Q,r+Qj'. (c) 

wo Q^, Q^y Q^ die Trägheitsmomente für diese Axen sind- Für 
diese Axen müssen daher die Integrale Null werden oder 

/xydm = 0; / xzdm = 0; /yzdm = 0. 

Es gibt also h jedem Punkte eines Körpers drei aufeinander 
rechtwinkliche Axen, für welche diese drei Integrale gleich Null 
sind. Diese Axen nennt man die Hauptaxen in diesem Punkte, 
und die Trägheitsmomente für diese Hauptaxen die Hauptträg- 
heitsmomente für diesen Punkt; die Fläche (c) ist ein Ellipsoid; 
es heisst das Trägheitsellipsoid für diesen Punkt. Aus ihm 
findet man das Trägheitsmoment für jede durch seinen Mittelpunkt 
gehende Axe n aus (b) 

während n^=: r^ 4-1?' + ^^ 

ist- Das Trägheitsmoment für jede Richtung n ist der reciproke 
Werth des Quadrates des Halbmessers des Trägheitsellipsoides in der 
Richtung n. Die Axen des Trägheitsellipsoides sind 
1 1 1 

VQa' VQ;' VQe' 

Holtzmann, theoret. Mechanik. 13 
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die reciprokeo Werthe der Quadratwurzeln aus den Hauptträgheits- 
momenten. 

188. Sind zwei der Hauptträgheitsmomente einander gleich 

SO ist dasEllipsoid ein Rotationsellipsoid; dann sind alle Trägheits- 
momente für Drehaxen, welche denselben Winkel a mit der Aze a 
bilden^, unter sich gleich und zwar 

Q^co8a'4-Q^sina'. 
Für die Drehaxen, welche recht winklich auf a stehen, sind die Träg- 
heitsmomente gleich Q^. 

Sind für einen Punkt alle drei Hauptträgheitsmomente ein- 
ander gleich, so wird das Trägheitsellipsoid eine Kugel, alle Halb- 
messer einander gleich, daher auch alle Trägheitsmomente fiir 
Drehaxen durch diesen Punkt einander gleich. 

Beispiele. Für die Axen, welche du]:ch den Mittelpunkt 
einer homogenen Kugel gehen, deren Halbmesser r und deren Masse 
m ist, sind die Trägheitsmomente gleich (Nro. 162) 

-r-mrl 
o 

Diese Axen sind also alle Hanptaxen, das 1l*ägheitsellipsoid ist 
eine Kugel. Für jede dieser Axen müssen daher die Integrale 



/xydm, /xzdm, /yzdm 



Null werden , wovon man sich leicht direct überzeugt. Zu einem 
Elemente dm bei x, y, z ist immer ein entsprechendes bei x, — y, z, 
wesshalb die erste und dritte dieser Summen Null werden. Das- 
selbe gilt von der zweiten, weil zu x, y, z immer auch — x, y, z 
vorkommt. 

Nimmt man den Punkt , für welchen man die Trägheits- 
momente bestimmen will, im Abstände d von dem Mittelpunkte der 
Kugel y so ist noch immer die von O durch den Mittelpunkt der 
Kugel gehende Axe eine Hauptaxe für den Punkt 0. Nennt man 
diese Axe die Axe der z, so wird zu jedem Punkte x, y, z ein 
zweiter bei — x, y, z und ebenso zu x, y, z ein zweiter x, — y, z 
vorhanden sein. Es werden also für diese Axe z und för jede durch 
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auf z rechtwinklich gehende Aze die drei obigen Integrale gleich 
Null, jede von ihnen ist eine Hauptaxe. 
Die Haoptträgheitsmomente sind 

Q^ = ^mi'; Q, = Q. = |-mr^+ ra8'; 

das Trägheitsellipsoid ist für diesen Punkt ein Rotationsellipsoid, 
mit der Axe der Figur z. 

Für ein rechtwinkliches, homogenes Parallelepiped sind die 
diirch den Mittelpunkt gebenden, den Kanten parallelen Axen die 
Hauptaxen des Mittelpunktes, wovon man sich wie oben überzeugt; 
die Hanptträgheitsmomente sind , wenn a, b, c die Kanten sind und 
m die Masse des Parallelepipeds ist 

Qa = :^ m (b'+c') ; Q, = :l-m (a' + c») ; Q. ^ :^m (a» + b»). 

Sind die Kanten ungleich, so sind auch diese Haupttrigheitsmomente 
ungleich , und das Trägheitsellipsoid ist ein dreiaxiges. 

189. Setzt man in der Gleichung (c) für r, \), J wieder 
ncos(n,x); ncos(n,y) und ncos(n,z) 
und bedenkt, dass (b) 

ist, so wird die Gleichung (e) 

Q^ = Q^ cos (n, a) ^ -h Qj, cos (n, b) ^ ■+■ Q^ cos (n, c) ' , (d) 

welche Gleichung zur Berechnung von Q^ dient 

Sind n, m, 1 drei auf einander rechtwinkliche Richtungen, 
welche sich in dem Punkte schneiden , zu dem die Hauptträgheits- 
momente Q^, Q^, Q^ gehören, so ist 

oder die Summe der Trägheitsmomente für drei unter sich recht- 
winkliche Axen n, m, 1 ist eine Constante für den Durchschnitts- 
punkt jener drei Axen, was man übrigens schon durch Addition der 
Trägheitsmomente 

/(x' + y')dm4- /(x'4-z')dm+/(y' + z^)dm = 2/rMm 

findet, wo r die Entfernung des Elementes dm vom Ursprünge der 

Coordinäten ist. 

.13» 
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Ist die Summe der Trägheitsmomente für drei nnter sich recht- 
winkliche Axen , welche sich im Schwerpunkte schneiden , gleich A, 
so ist sie für alle Punkte , welche auf der Engelfläche vom Halb- 
messer 3 um diesen liegen gleich 

A4-2m9', 
wenn m die Masse des betrachteten Körpers ist. 

190. Für den Mittelpunkt eines geraden rhombischen, homo- 
genen Prismas 9 dessen Kanten a, b, c sind, b rechtwiDklich auf a 
und c, während der Winkel a, c = a ist, findet man zunächst, dass 
eine Hauptaxe parallel b ist. Nennt man diese Axe die der y, so 
hat man zu jedem Massentheil bei x, y, z einen bei x, — y, z, 
woraus folgt, dass die beiden Integrale 



/xydm und /yzdm. 



in welchen y vorkommt, Null sein müssen. I)ie beiden andern 
Hauptaxen müssen daher rechtwinklich auf b, der Ebene a, c pa- 
rallel sein. ^ 

Nimmt man nun die beiden Coordinatenaxen der x und z 
schiefwinklich, den Kanten a und c parallel, so hat man das Träg- 
heitsmoment für die y Axe 

Q = Jb / y (x' -f-z^r4-2xzcos«)sin«dxdz 

a ^e_ 

2 2 

= :^m(a'-4-c'). 

WO die Masse des Parallelepipeds Jabcsincr = ni gesetzt ist. 
Das Trägheitsmoment für die x Axe wird 

^2^2 



Q^=z/asinayy*(y' + z'8ina')dydz 



b £ 

'2 2 



= :i-m(b^ + c'sina^) 
122 
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und ebenso - ^ 1 /. 2 . 2 . 2\ 

Um die Lage der Hanptaxen zu finden , ziehe ich in der Ebene der 
X, z die Linie v, welche mit der Axe der x den Winkel ip bildet, 
und projicire das Element sinadxdy auf diese Linie; die recht- 
winklichen Coordinaten dieses Elementes fiir die Linie v seien vund 
w. Dann ist die Bedingung der Hauptaxe , dass 

sin« / /vwdxdz = 



'/A^ 



sei, wenn die Integrationen über alle Massentheile des Körpers aus- 
gedehnt werden , wozu man obige Gleichung noch mit b zu multi- 
pliciren hätte. 

Nun ist V = z cos (a — y) -t- x cos q> 

w = z sin (a — - g)) — X sin g> , 
womit obige Gleichung übergeht in 

c' sin 2 (a — y) — a' sin 2 g> = , woraus 

, ^ c^ sin 2 a 

tan2cp= -2 i; -,• 

^ c^cos2a-f-a^ 

Hieraus ergeben sich zwei Werthe von 2 q> , nämlich 

2y und 180* + 2 g>, 

woraus die beiden Werthe 

(f und 90 -4- y. 

Diess sind die Winkel , welche die beiden Hauptaxen mit der 
Axe der x bilden , also mit der Kante a. 

Die beiden Hauptmomente , welche Q^ und Q^ heissen mögen, 
ergeben sich nun einfacher mit Hilfe der Gleichung (3) aus den 
beiden Momenten Q^ und Q^ , welche eben bestimmt wurden. Man 
hat 

1 

— m(b^-l-c^sina')=:Qi cosy^-l-Q2sin9^ 

T^m(b*+a'sina') = Qi C06(a— 9))^ + Q2sin(a--y)* 
zu ihrer Bestimmung. 



j 
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Druck eines sich um eine Axe drehenden Körpers 

L auf die einzelnen La^er. 

i 

^' 191. In Nro. 161 ist bereits die Summe der Gegendrücke in 

^ ^en beiden Fixpunkten einer Drehaxe auf eiflen sich drehenden 

l Körper bestimmt durch die Gleichungen (28); jede der beiden 

;> Componenten X und Y, welche dort bestimmt sind, besteht ans 

I der Summe zweier Drücke, welche ia den beiden festgehaltenen 

if; Punkten der Drehaxe diese erleidet. Setzt man di^se 

^ X = X,+X, undT-Y, +Yj 

j wobei X^ und Y^ dem einen dieser Punkte angehäreri sollen , X, 

und Y^ dem andern, so kann man diese einzeln erhalten, wenn man 

^ die beiden Gleichungeil (b) in Nro. 161, welche die Bedingungs- 

t^ gleichungen der Bewegung sind, so combinirt, dass man die stati- 

l: sehen Momente der Kräfte bezüglich der x und der y Axe erhält. 

^ Dabei nehmen wir den Ursprung der Coordiuaten, für welche bisher 

t nur die Axe z festgestellt war, in dem einen der festgehaltenen 

f- Punkte , von welchem der andere um 1 entfernt sein soll. Hierzu 

t bedarf man aber noch zu den beiden Gleichungen (b) einer dritten, 

I welche anzeigt, dass die Kräfte auch in der Richtung der z Axe 

1 der relativen, oder hier der absoluten Buhe entsprechen. Diese 

I dritte Gleichung ist . ' ^ * 

l' f dm + h^clm = 0. 

I Um die Momente der Kräfte für die' y Axe zu erhalten, hat man die 

r erste dieser Gleichungen mit der Coordinate z des Elementes zu 

i multipiiciren und davon die dritte muitiplicirt mit x abzuziehen, 

r- was 

i (f^z— f x)dm+(h^z--h^x)dm+xz<öMm+yz--dm = 0. 

I gibt. 

p * Addirt man diese Gleichungen für alle Massentheiie dm des 

^ Körpers, so erhält man im ersten Gliede die Summe der statischen 
Momente alier äusseren Kräfte , welche an dem Körper thätig sind 

l für die y Axe ; diese sei M . 

■ Die Summe der zweiten Glieder gibt die Summe der statischen 
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Momente der Drücke, welche von einem Elemente auf das andere 
ausgeübt werden ; da diese je paarweise gleich und entgegengesetzt 
vorkommen , und diese überdiess in eine gerade Linie fallen , so ist 
die Summe ihrer statischen Momente Null. Nur an den Fixpunkten 
der Drehaxe gehören nur die Momente der auf die Axe geübten 
Drücke hierher, während die Gegendrucke auf die Lager nicht in 
obige Summe eingehen, da die Lager nicht mehr dem gedrehten 
Körper angehören. Von diesen Momenten ist das des Druckes 
durch den Anfangspunkt der Coordinatea Null und es bleibt daher 
nur Xj . 1 für die Summe aller zweiten Glieder. 
Hiermit erhält man 

My-f-XaH-«^ /xzdm+ -^ Azdm = 0, 
und auf gleiche Weise 

M^ — Tj 1— (0* /yzdm-l-'-p /xzdm = 0. 

Diese beiden Gleichungen bestimmen die Componenten des Drucks, 
welchen die Axen in dem einen Fixpunkte erleiden; die Componen- 
ten des Druckes in dem andern ergeben sich dann aus 

X^ = X ^ Xj ; Y| = Y Yj , 
wobei man sich zu erinnern hat, das die X in der Ebene durch die 
Drehaxe und den Schwerpunkt des Körpers rechtwinklich auf der 
Drehaxe, gegen den Schwerpunkt liegen ; die Y aber in der Rich- 
tung normal zu dieser Ebene nach der Seite, nach welcher die posi- 
tive Drehung gerichtet ist. 

192. Ist die Drehaxe eine Hauptaxe (Nro. 187) für den Ur- 
sprung der Coordinaten , so sind die Integrale Null oder 



/xzdjn = und /yzdm=0, 



und in diesem Falle sind die Drücke auf die Axe oder umgekehrt 
auf das Lager in der Entfernung 1 

M^ M, 

X, = --f und Y,=Y 

unabhängig von der Bewegung, wogegen die in dem Ursprange der 
Coordinaten werden 
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M 

Ata M 

Wirken keine äusseren Kräfte auf den Körper, so hat man 

X,=Y,=0; 
der zweite Fixpunkt erleidet keinen Druck , er kann also auch frei 
gelassen werden ; geht die Drehaxe , indem sie eine Hauptaxe 
bleibt, auch noch durch den Schwerpunkt, so erleidet sie bei der 
Drehung gar keinen Druck , sie kann also ganz frei gelassen wer- 
den, und eine solche Drehaxe heisst desshalb auch eine freie 
Axe. 

193. Geschieht ein Stoss auf den Körp.er, welcher um die z 
Axe drehbar ist, so ist, wenn dieser Stoss i:echtwinklich auf die 
Ebene durch die Drehaxe und den Schwerpunkt erfolgt, die Summe 
der Drücke auf die Lager parallel zu der Richtung des Stosses 
(Nro.171) 

Y^N~m8?^ = N~m8^. 
Q, dt 

Diese vertheilen sich auf die einzelnen Lager so , dass 

Y^l^Nli 4-0)^ /yzdm— — /xzdm, 

^ wo 1^ die Coordinate z Für die Kraft N ist. 

Verlegt man den Ursprung der Coordinaten, so dass die x, y 
Ebene durch die Richtung des Stosses geht, setzt man also 

z = li + z' und 1 = 1^ + Ij 
so wird die zweite dieser Gleichungen , weil die z', x Ebene durch 
den Schwerpunkt geht 

Yjli + Yj Ij = Nl4 -i-ö}* /v^'dm~raL 3^— — -j- /xz'dm. 
J \ dt dt «/ 

Zieht man hiervon die erste Gleichung ab, nachdem man sie mit 1^ 
multiplicirt hat, so erhält man 

YJ, -YJ, =a)yyz'dm~ ^^xz^m, 
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welches die MomentengleichuDg für die jetzige Axe der x ist. Sali 
nun die Axe keinen Stoss erleiden, sa müssen unabhängig von cd' 

und von — die Werthe von Yj und von Y^ gleich Null werden, 

Q l » 

Dazu gehört, dass neben der in (Nro. 171) aufgestellten Bedingung 
noch die weitere erfüllt sein muss , dass die Integrale , 



/yz'dm und /xz'dm 



Null werden, dass also die Drehaxe lur den Punkt, in welchem sie 
von der auf ijir normalen Ebene durch die Stossrichtung getroffen 
wird , eine Hauptaxe sei. 

194. Ein schwerer Thorflügel dreht sich um eine verticale 
Axe; die Drücke auf die beiden Angeln , welche ihn halten, zu be- 
stimmen. 

Den Thorflügel nehme ich det Einfachheit wegen rechteckig 
parallelepipedisch und homogen an ; c sei seine Länge in der Rich- 
tjing der Drehaxe, b in der Richtung von der Drehaxe durch den 
Schwerpunkt des Flügels und a rechtwinklich darauf. Die Dreh- 
axe halbire die Xante a. Die Masse des Thors sei m. 

Das Trägheitsmoment des Thors für die Drehaxe ist 

Wird der Thorflügel durch die constante Kraft Pg an dem Hebels- 
arme p gedreht, so wird die Winkelgeschwindigkeit 

da)_ 12Pp 

dt""m(4b^ + a*) '^ 
und nach dem Satze von der Arbeit der Kraft, wenn man annimmt, 
daß Thor gehe von der .Ruhe aus 

24 
wenn a der durch Bogen gemessene. Drehungswinkel ist 

Hierbei erleiden die Angeln einen Druck (Nro. 161 , GL 28) 
_ r, j 12Pbp« 

^ = ^^" =4Pq:r-«- 

Wirkt die Kraft Pg an dem Hebelsärme b, ist a sehr klein gegen 
2 b , so wird diess nahe 



^m(4b»H-a')«' = Ppg«, 
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X = 3Pa.g, 

oder die Snmme der Drücke anf die beiden Angeln in der Bichtang 
der Horizontalen dnrch die Drehaxe gegen den Schwerpunkt ist 
so gross , wie der Druck eines schweren Körpers von der Masse 
3Pa. 

Rechtwinklich auf die Richtung der Bewegung und nach der- 
selben Seite hin erleiden die Angehi Drücke , deren Summe 
b dco f . 6pb 



_ _, . b d« ^ f, 6pb >^ 

klein gc 

-iPg 



I ist , was für p = b und a sehr klein gegen b in 



v^ , übergeht 

um noch die Drücke auf die einzelnen Angeln kennen zu 1er- 

l ' - 1 

\ neu, muss deren Lage gegeben sein. Sie seien um ';^, über und 

I unter dem Schwerpunkte angebracht. 

I Nimmt man die x Axe horizontal parallel der Kante b durch 

?. den Schwerpunkt,' z vertical abwärts in der Drehaxe und y recht- 

^ winklich auf beide nach der Seite der Kraft Pg, so ist klar, dass die 

I X Axe eine Hauptaxe ist; denn zu jedem x, -Fz gehört ein gleich 

r grosses x, — z und ebenso für y ; es müssen also 

i /xzdm = und /xydm = 

L sein. Aber ebenso muss auch 



/' 



yzdm = 

sein, weil zu jedem x, y ein Element dm bei einem gleich grossen 
positiven und negativen z vorkommt. Die Axen sind daher Haupt- 
axen, und die. Bestimmung der Drücke auf die beiden Angeln er- 
gibt sich aus 

wo Xi <ler Drnck auf die untere Angel ist. Diess gibt 

- '1 

X, = + inigf +iX. 
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daher Y^ = + -^Y und Y, = + ~Y 



Geht die Kraft Pp durch die Axe der x» so wird 
- T,-Y,=0. 

iTnadY, = + i- 
oder für die oben angegebenen Verhältnisse 

Yt = -jPg undY, = -|pg. 
Jede der beiden Angeln erleidet daher einen Druck der Kraft Pg 
entgegen, weicher gleich dem Drucke einer schweren Masse -j-Pist. 

Hält man den bewegten Thorflügel in einem Punkte auf, wel- 
cher in der halben Höhe des Thors liegt und dessen Entfernung n 
von der Drebaxe durch 

°~ma""6 • b • 
oder wenn a sehr klein gegen b ist, durch 

1^ • ^ 

gegeben ist, so erleiden die Angeln keinen Stoss durch das plötz- 
liche Aufhalten, vorausgesetzt, dass diess normal zur Ebene y , z 
geschehe. Geschieht dagegen das plötzliche Anhalten des Thor- 
flügels in der Entfernung b von der.Dfehaxe, also am äussern Ende 
des Thor flügels, übrigens in gleicher Höhe, so erleiden die beiden 
Angeln einen Stoss, welcher gleich für jede 



1 ^ Ca 6b» ^ 



ist und also für sehr kleine d gleich 

-^- 

Der Druck geschieht in der Richtung der bisherigen Bewegung, 
da N dem entgegen , also negativ sein muss. Der ganze Antrieb, 
welchen eine Angel erleidet, bis der Thorflügel zur Ruhe gebracht 
ist, ist 

1 r 1 Q.« 



-i/«..=*i 



b 

wo (0 die Winkelgeschwindigkeit anmittelbar vor dem Stosse ist 
(Nro. 170 g). 



204 n« Kräfte an einem starren Körper. 

Die freie Bewe^n^ eines starren Körpers. 

195. Betrachtet man ein Masj^enelement dm des starren Kör- 
pers, auf welches eine Kraft f d m , welche ihren Sitz ausserhalb des 
Körpers haben soll, und desshalb eine äussere Kraft heisst, ferner 
die Resultirende h d m der Drücke aller übrigen Elemente des Kör- 
pers wirkt, so hat man, wenn x, y, z die rechtwinklichen Coordi- 
naten dieses Elementes zur Zeit t sind 

d^x 
dm -r—j = f cos (f,x) dm + h cos (h, x) dm, 

d^y 
d m ^-^ = f cos (f, y) d m -f-'h cos (h, y) d m , (a) 

d'z 
d m -7-2 — f cos (f, z) d m -f- h cos (h, z) d m. 
(1 ti . 

Bildet man diese Gleichungen für jedes Massenelement des Körpers 
und addirt diese zusammen , so dass alle auf die Bewegung nach 
einer Richtung bezüglichen Gleichungen eine Summe bilden, so er- 
hält man 

'^dm = JSP^. (b) 

•d^z 

wo^P^, JPy, JP^ die Summen der Componenten aller äusseren 
Kräfte , welche an dem Körper wirken , bedeuten. Die Summen der 

inneren Drücke, wie z.B. /hcos(h,x)dm werden Null, weil alle 

diese Drücke paarweise , gleich und direct entgegengesetzt vorhan- 
den sein müssen. 

Die Coordinaten des Schwerpunktes des Körpers zur Zeit t 
sind gegeben durch 

1X0 = /xdm, ' 
iyo=yydm, 
==yzdm, 






mi 



ra^ 



mzn 
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Leitet man diese GleichuDgen zweimal nach t ab, so erhält man 
rechts die linken Glieder der Gleichungen (a) und hat also 

Die Beschleunigung des Schwerpunktes nach irgend einer Richtung 
ist daher dieselbe wie bei einem materiellen Punkte , welcher die 
ganze Mass^ui des Körpers enthält, und aufweichen alle äusseren 
Kräfte, welche auf den Körper wirken, parallel zu ihren Bichtungen 
einwirken. 

Beispiel. Dreht sich ein starrer Körper um eine Axe z mit 
der Winkelgeschwindigkeit, welche zur Zeit t gleich «ist; ist 3 der 
Abstand des Schwerpunktes von der Drehaxe , so ist die Beschleu- 
nigung des Schwerpunktes in der Richtung von d 

— Bö)*, 
und rechtwinklich darauf 

^ do) 

Sind nun P^ und P die äusseren Kräfte , welche an diesem 
Körper wirken, zerlegt nach 9 und rechtwinklich darauf; sind X 
und Y die Drücke des Lagers auf den Körper nach denselben Rich- 
tungen, so ist mit der Masse m des Körpers nach dem obigen 
Satze 



X4-P.= -m9 



(0 



imd Y + P=m9^, 

' dt 

woraus sich die Drücke auf xlie Axe wie aus den Gleichnngen (28) 
in (Nro. 161) ergeben. 

196. Wirken äussere Kräfte nicht auf den Körper, so ist so- 
mit die Bewegung des Schwerpunktes eine geradlinige und gleich- 
formige, oder er ist in Ruhe. Dasselbe ist der Fall, wenn sich die 
äusseren Kräfte auf ein Kräftepaar reduciren lassen ; werden diese 
Kräfte parallel zu sich auf den Schwerpunkt übertragen , so geben 
sie dort eine Resultirende Null. 

Alles, was im ersten Buche über die Bewegung eines mate- 
riellen Punktes gelehrt wurde , gilt unmittelbar von der Bewegung 
des Schwerpunktes eines starren Körpers. 
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197. Sind z, r, tf die Goordinaten eines Massenelementes d m, 
dabei z nacli einer constanten Richtang gemessen , r nnd tf aber 
Polarcoordinaten in der zu z rechtwinklichen Ebenen , so wird die 
zweite der Gleichungen (13 in Nro. 72) mit den Bezeichnungen 
der vorhergehenden Nummer 

d m — = f sin (f, z) p d m + h sin (h, z) q d m , (c) 

wo p und q die Hebelarme der Kräfte f nnd h sind , also die Glie- 
der rechts die statischen Momente der Kräfte für die Axe der z. 

Bildet man diese Gleichung für jeden der Massentheile des 
Körpers und addirt alle diese Gleichungen , so erhält man 

V dty, „ (d) 



f- 



-dm = M 



dt 

wo M^ die Summe der statischen Momente aller äusseren Kräfte für 
die z Axe ist. 

r^-~ ist die Flächengeschwindigkeit des Elementes dm, und 
dt 



dt 
Summen 



die Flächenbeschleunigung. Darnach nennt man die 
.d' '^^ 



/• ,dy . . C \ At ) ^ 

I r^^dm und / -r- dm 

J dt */ . dt 



die Flä.chengeschwindigkeit und die Flächenbeschleuni- 
gung des Körpers, und die obige Gleichung sagt damit, die 
Flächenbeschleunigung eines Körpers für eine beliebige Axe z ist 
dem statischen Momente der äussern Kraft für diese Axe gleich. 

Durch jeden Punkt gibt es eine Axe, für welche das stati- 
sche Moment ein Maximum ist, es gibt also auch für jeden 
Punkt eine Axe, für welche die Flächenbeschleunigung ein Maxi- 
mum ist. 

Ist das statische Moment für eine Axe constant gleich Null, 
so ist die Flächengeschwindigkeit für diese Axe constant. 



J 
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198. Aus den Gleichungen (a) in (Nro. 195) ergibt Bich 

d*x 
— hco8(h,x)dm = f cos (f, x) d m — -i— jdm 

and analoge Werthe für die andern Axen. ^ Beachtet man , dass 
fcos(f,x)dm die auf das Element dm wirkende bewegende Kr^ft 
d^ 
dt' 

wegung des Elementes gibt, welche bei freier Bewegung des Ele- 
mentes der ersten gleich sein müsste, so kann man die Differenz 
beider oder — hcos(h,x)dm die verlorene Kraft nennen; die 
Gleichungen (b) sagen dann, die Summen der verlornen Kräfte sind 
nach den drei Richtungen x, y, z einzeln gleich Null. 
Die Gleichung (c) in (Nro. 197) gibt dann 



ißt, während 3— 2dm die Effectivkraft ist, welche sich ans der Be- 



— h sin (h,x) q d m = f sin (f, x) p dm — dm 



<■ ('■!!) 



dt 

das statische Moment der bei dem Elemente dm verlornen Kraft; 
die Gleichung (d) und die ihr analogen für die andern^ Axen sagen 
damit , dass die statischen Momente der verlornen Kräfte an dem 
starren Körper für drei aufeinander rechtwinkliche Axen einzeln 
gleich Null sind. 

Beide Sätze lassen sich endlich in dem d*Alembert*schen 
Principe zusammenfassen: die verlornen Kräfte müssen an 
dem starren Körper im Gleichgewichte sein. 

199. Lässt man die Axen Qx, Oy, Oz durch den Schwer- 
punkt des Körpers gehen, und lässt sie sich mit diesem bewegen, so 
dass sie immer parallel zu drei unbeweglichen Axen 0'x',0'y',0'z' 
gehen, so hat man nm die relativen Bewegungen für jene drei be- 
weglichen Axen zu erhalten, zu den äusseren Kräften der Bewegung 
noch die entgegengesetzten Führungskräfte der Translation des 
Axensystems zuzusetzen (Nro^ 131). Diese sind, wenn a, b, c die 
Goordinaten des Schwerpunkts zur Zeit t in Beziehung zu den un- 
beweglichen Axen sind, für das Element d m 

\ d*a ^ d'b ^ d'c ^ 

^dm^,, -dm — „ -dm— , und 
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das statische Moment derselben für die Ox Axe z.B. ist 

, d»c ^, d*b 
-dm^.y + dm— ,z. 

Bringt man diese Kräfte an allen Massentheilen des Körpers an, 
and addirt sie, so erhält man das Moment für die Axe Ox. 

-d^yy^'^+W"'^' 

was Null ist, da die Axe durch den Schwerpunkt des Körpers geht, 
für den jedes der beiden Integrale Null ist. Dasselbe gilt für die 
beiden andern Axen. 

Damit erhält man für die mit dem Schwerpunkte beweglichen 
Axen 



im , 






, ^ • d m = M, 
dt *» 

d( 



y<--.^) 



dt y' 



d ra =^ M 
dt 

wo r , r j r der EntfernüDgen des Elementes d m von den Axen 
X, y, z bedeuten und ^^, c/ , g>^ die Winkel dieser Richtungen r 
mit unbeweglichen Ebenen, die den Axen x, y» z parallel sind. 

Dieselben Gleichungen würde man erhalten, wenn der Schwer- 
punkt festgehalten wäre. Daher der Satz: Die Drehung des 
Körpers um den Schwerpunkt erfolgt, als ob dieser fest- 
gehalten wäre, alle Kräfte aber unverändert an dem Kör- 
per bleiben. 

Beispiel. Bei einem Körper, welcher sich um eine feste Axe 
z dreht, ist die Winkelbeschleonigung gegeben darch 

M t 
Die Drehung um den Schwerpunkt erfolgt mit derselben Win- 
kelgeschwindigkeit ; um aber diese zu berechnen^ liat man das Träg- 
heitsmoment für die Axe durch den Schwerpunkt parallel zu z 
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wenn m die Masse des Körpers und 3 die Entfernaog des Schwer- 
punktes von der Drehaxe ist. Das Moment der Kräfte für die Axe 
durch den Schwerpunkt ist 

WO Yi die Summe alier an dem Körper thätiger Kräfte, zerlegt 
normal auf z,9 ist, einschliesslich des Drucks auf die Axe 
(Nro. 172). Damit ergibt isich für die Bewegung um den Schwer- 
punkt 

was mit dem obigen übereinstimmt, wenn 

^dai_ 
°^^dt-^' 
ist. Nennt man Y den Druck auf die Axe normal zu z , d und 
^P^ die Suinme der Componenten der andern Kräfte in dieser Rich- 
tung, so erhält man hieraus 



Y=-JP, + malf, 



wie früher. 



200. Setzt man die Coordinaten von dm gleich x, y, z vom 
Schwerpunkte aus , so kann man setzen 

r^cosy^ = y und r^siny^ = z; 

damit wird , ^9x __ dz dy 

"*- "dt^""^dt ^d"t' 

Setzt man ferner a> die Winkelgeschwindigkeit um die augen- 
blickliche Drehaxe, und co^, w^, co^ die Compjonenten dieser Ge- 
schwindigkeit für die drei Coordinatenaxen , so geben die Drehungen 
während der Zeit dt um diese Axen die Yerschiebnngen von dm 
nach 



(0^ d t um X 


X 

0, 


y 

— ziö^dt, 


z 

-hyw^dt, 


w d t um y 


-f- z « d t , 


0, 


— xea dt, 


(o^dt um z 

• Itjsmann. theordt. 


-y«.dt, 

MMhaaik. 


-f-x«,dt, 


0; 
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woraus 

dx dy dz . 

Damit wird die Flächengeschwindigkeit tun die x Axe 

Dnd die Fl&chenbescfaleanignng gleich 

d[(y» + 2*)«j dw ^ dy , dx\ 

<1«, /^ dz dx\ 

5^ — ZX — W I X-; — hz ^- )• 

dt 'V dt dt/ 

Setzt man hier für ^— , -~ und -r- in den letzten Gliedern, 
dt dt dt 

die obigen Werthe, nnd nimmt man schliesslich an, die Hauptaxe, 
deren Trägheitsmoment Q^ ist , falle in diesem Augenblicke mit der 
Axe der x zusammen, so erhält man für die Gleichung (3) in Nro. 197 

wo Q^ und Q^ die andern Hauptträgheitsmomente und ^^^y a»^» <o^ 
die Winkelgeschwindigkeiten um sie sind. 
Setzt man hier noch aus (Nro. 189) 
Q^ = Q^cos(a,x)^-h Qi^co8(b,x)*+ Q^cos(c,x)', 

so findet man 

dQ, 

-T-^ für a,x = , gleich Null 

und ebenso aus (Nro. 127) 

(0^ = (o^ cos (a, x) + (o^ cos (b, x) -h ao^ cos (c, x) 

fara,x = also b,x = c,x = — 

d«, d(»^ d(b,x) d(c,x) 

CO = CO und -r-^ = — - — «, — ^/ ^ — 4a • 

* • dt dt «» dt ° dt 

Man findet aber für (a,x) = 0, dass eine Drehung um b den Winkel 
c, X um — ^^^t ändert, und eine Drehung um c den Winkel (b,x) 
um -h oi^dt, woraus 
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d w^ ' d «^ 

"<rt'""iT' 

Diess gibt in obige Gleichung substituirt 

wozu man die analogen Gleichungen für die andern Axen 

d« 

hat. 

201. Die drei letzten Gleichungen lehren die Winkelgeschwin- 
digkeiten fio^ , o»^ , ui^ zur Zeit t um die drei Hauptaxen fär den 
Schwerpunkt kennen. Nennt man 

6 den Winkel, welchen die Axe c mit der Axe Oz bildet, 

q> den Winkel , welchen die Durchschnittslinie der Ebene a, b 
und der Ebene x,y mit der Axe x bildet, von x nach y gemessen, 

t/; den Winkel , welchen eben diese Durchschnittslinie mit der 
Hauptaxe a bildet, von dem Durchschnitte in der Richtung a, b ge- 
messen , so bestimmen diese drei Winkel die Lage der' Hauptaxen. 
Es durchschneiden sich nämlich die Ebenen x, y und a, b unter dem 
Winkel 6 in der durch ^ gegebenen Linie, derK^otenlinie, unddie 
Lage der Ebene a, b ist also vollständig bekannt, wenn man noch weiss, 
ob der Winkel q> den aufsteigenden oder den abwärtsgehenden Kno- 
ten angibt, d. h. den bei dem die Ebene a, b über oder unter die 
Ebene x,y tritt. Wir nehmen immer diejenige Knotenlinie, von 
welcher an die Ebene a , b auf- die Seite der positiven z tritt. In 
der Ebene a,b sind dann die Lagen von a-und b durch tf) und 

— -hl/; gegeben. 

Nennt man die Knotenlinie m, die darauf rechtwinkliche in der 
Ebene a,b aber n, so kann man die Drehung des Körpers zerlegen 
in die Drehungen um c, m und' n, und 'hat 

a)jj^ = io^co8i^ — Aij^sint/i, 
(o^ = w^ sin \fp H- a)^cos %ff. 

14 * 
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Dreht man den Körper der Reihe nach um diese Axen, so er*- 

geben sich folgende Aenderüngen der Winkel : 

Drehung um 6, g), tp^ 

c gleich (o^dt 0, 0> oi^dt; 

m „ «ö^dt ^ ^»dt, 0, b; 

(o^dt 
n „ «dt 0, H — r-T , — dcpcosd. 

Daraus erhält man 

d d = (ft)^ cos t/; — cöj^ sin t^) d t , 
' sinödy = (w^sini/f+ a)^cost/;)dt, 
d 1/; = «^ d t — dy cos 6 , 
oder a)^dt = cosi//ddH- sin6sini/;dy, 

w^ d t == — Sil) i^d Ö H- sin Ö cos i^d y , (36) 

tia dt:=^di//-hcosdd^. 

Diese drei Gleichungen bestimmeu die Lage der Hauptaxen, 
wenn die anfängliche Lage derselben zur Bestimmung der Gon- 
stanten der Integration bekannt sind. 

Der Satz toh der Arbeit und der lebendigen Kraft. 

202, Für jedes Massenelement dm, desseo Geschwitidigkeit 
V Ist, gilt der Satz 

dm,vdv:=fdacoß(i-js)dm4-hdscos(h, s)dij), 
wo die f uod h dieselbe Beden tang haben, wie m Nro. 16L Bildet 
man diese Gleichungen für alle Massenelemente des Körpers und 
addirt sie , so werden hier die Arbeiten der Kräfte h paarweise sich 
aufheben, da diese Kräfte Immer .paarweise entgegengesetzt und 
an Punkten angebracht erscheinen , deren Entfernung sich nicht 
ändert. Man erhält daher aus obiger Gleichung 



t A^m + i A^dm=:^yPcos(P,ds)ds, (37) 

wo sich links die Integrale auf alle Massentbeile des Körpers be- 
ziehen und rechts die Summe der Arbeite u der äusseren Kräfte auf 
dem Wege steht, auf welchem sich die Geschwindigkeit v^^ des 
Elementes d m in v ändert. 
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Man nennt die Summe der lebendigen Kräfte aller 
Massentheile eines Körpers die lebendige Kraft des 
Körpers (Nro, 164). 

Damit sagt obige Gleichung : Die Zunahme der lebendi- 
gen Kraft eines Körpers ist gleich der Summe der Arbei- 
ten aller äusseren Kräfte während dieser Bewegung. 

Sind äussere Kräfte nicht vorhanden, so ist die lebendige Kraft 
des Körpers constant. 

Man kann die lebendige Kraft eines sich drehenden Körpers 
durch die Haoptträgheitsmomente ausdrücken. Ist Q das Träg- 
heitsmoment für die augenblickliche Drehaxe, und <o die Winkel- 
geBchwindigkeit für diese» so ist 

Q = Q^ cos (a, «) ' ^- Q^ cos (b, ea) ^+ Q^ cos (c, w) ' 
und 

(0^ = Ol cos (*ä, ea) ; (o^=^(o cos (b, w) ; «^ = « cos (c, «) , 

woraus die lebendige Kraft des Körpers 

^Qa,»= 4[Q>.' + Qb«b*+QcQc*J- (38) 

Beispiel J. Ein schwerer homogener Cylinder rollt über eine 
schiefe Ebene herunter. Die lebendige Kraft desselben anzugeben. 

Die Axe des CyHnders ist hierbei horizontal , und das Rollen 
erfordert, dass in jedem Augenblicke die Drehung um die jedes- 
malige Berührangslinie des Cylinders und der schiefen Ebene er- 
folgt. Ist CO die Winkelgeschwindigkeit dieser Drehung, und Q das 
Trägheitsmoment des Cylinders ifur diese Berührungslinie, so ist die 
le1)endige Kraft 

2-Qai'= y T— mr'4-mrMcö*=: jmr'a>S 

wenn m die Masse des Cylinders ist. Ist nun anfänglich die Win- 
kelgeschwindigkeit (ÜQ , ' und CO wenn der Cylinder um die verticale 
Tiefe h herabgerollt ist , so ist nach dem Satze von der Arbeit 

3 

— mr'(ai* — W|,*) = mgh. 

Für einen gleitenden Cylinder, für welchen Vq = r «^ und v die End- 
geschwindigkeit ist , hätte man 
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y m(v»~Vo') = mgh, 

oder beim Ausgehen vod der Ruhe , beim Rollen 

4 

r'«' = ygh. 

beim Gleiten v ' = 2 g h . 

Beispiel 2. Ist der herabrollende Körper eine homogene Kogel, 
welche sich um eine horizontale Axe dreht, die der schiefen 
Ebene parallel ist, so ist ihre lebendige Kraft bei der Winkelge- 
schwindigkeit CO und dem Halbmesser r 



7 , 2 



und daher wie oben 
7 



j^mr'((»'o-«')=ragh. 



Die Flächengescbwindigkeiten. 

203. Sind diese für drei unter sich rechtwinkliche Axeti 
Ox, Oy,Oz zur Zeit t 

F . F,\ F., 
SO lässt sich immer ein Kräftesystem denken, das in der beliebigen 
Zeit t dem Körper vom Ruhezustande aus bei constant bleibenden 
statischen Momenten M^, M^, M^ obige Flächengeschwindigkeiten 
ertheilt, d. h. man kann' immer 

F, = M^t; Fy = Myt; F^ = M^t 
setzen und daraus die drei Momente bestimmen (Nro. 197). 

Diese Kräfte geben ein Maximum des statischen Momentes M, 
das nach Grösse und Richtung aus 

M^ = M cos (M, x), My = M cos (M, y), M^ = M cos (M, z) 

als die Diagonale des Parällelepipeds über M^ , M und M^ bestimmt 
ist (Gleichung 31 in Nro. 174). Diesem Maximum des Momentes 
muss ein Maximum der Flächengeschwindigkeit 

•F = Mt 
entsprechen, M'elches hiemach ebenso durch 
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F^ = F cos (F, x) ; Fy = F cos (F, y) ; F^ = F cos (F, z) (39) 

nach Grösse und Richtung bestimmt ist. 

Man hat also fiir jede Bewegung eines Körpers in irgend einem 
Augenblicke eine Axe des Maximums der Flächengeschwindigkeit, 
und diese ist durch (39) bestimmt nach Grgsse und Richtung. Sie 
wird im Allgemeinen in jedem Augenblicke eine andere Grösse und 
Richtung haben; auch wird man für jeden Augenblick nach Nro. 176 
die Lage des Punktes bestimmen können » für welches dieses Ma- 
ximum der Flächengeschwindigkeit den kleinsten Werth hat. Die 
Axe dieser Flächengeschwindigkeit hat man die Central axe 
genannt. 

Sind keine bewegenden Kräfte vorhanden, so sind die Flächen- 
geschwindigkeiten F^, F^, F^ constant (Nro. 197). Hier ist also 
die Axe des Maximums der Flächen geschwindigkeit ebenfalls von 
constanter Richtung und das Maximum der Flächengeschwindigkeit 
constant. 

204. SindQ^, Q^, Q^ die Jlauptträgheitsmomente des Kör- 
pers für einen bestimmten Punkt, so gibt die Gleichung (a) in 
(Nro. 200), wenn man.x nach der Reihe mit den Hauptaxen a, b, c 
zusanuneu fallen lässt, die Flächengeschwindigkeiten für diese drei 
Axen 

Qa^^^a' ^,«b» Qo«c' 

indem für die Hauptaxen die Integrale /yxdm; /zxdm gleich ' 

Null werden. Damit findet man das Maximum der Flächenge- 
schwindigkeit naöh der vorhergehenden Nummer 

und die Richtung der Axe dieser Geschwindigkeit gegen die drei 
Hauptaxen 

cos(F,a)=-V^, cos(F,b) = -V^; cos(F,c)= ' ^ 



F 

Bewegung eines Körpers, auf welchen keine Kräfte wirken. 

206. Der Schwerpunkt bewegt sich geradlinig und gleich- 
förmig. 
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Die Axe des Maximums der FlächeogeschwiDdigkeit um den 
Schwerpunkt hat eine constante Richtung, oder die Ebene der 
grössten Flächengeschwindigkeit ist unveränderlich, wie die grösste 
Flächengeschwindigkeit selbst. Beide lassen sich durch die For- 
meln der vorhergehenden Nummern bestimmen. 

Die Winkel, welche die augenblickliche Drehaxe mit den 
Hauptaxen bildet, sind 

^a ®b ^e 

^ — =;cos(a), a); -r- = cos(a),b); — = cos(ft),c), (a) 

ö) ö) (O . 

wo (0 die Winkelgeschwindigkeit um diese Axe und die Richtung 
der Axe vorstellt. 

Das Trägheitsellipsoid für den Schwerpunkt hat die Gleichung 
l=Q^x^ + Q^y» + Q,zV (bX 

bezogen auf die Hauptaxen a, b, c. 

Sind x^ y', z' die Coordinaten des Punktes , in welchem die 
augenblickliche Drehaxe dieses E^llipsoid durchdringt,, und ist 1 die 
Entfernung dieses Punktes von dem Mittelpunkt des EIHpsoides 
oder dem Schwerpunkte, so ist 

1 CO ' 1 a> ' 1 0) 

Die tangirende Ebene an das Trägheitsellipsoid in diesem 
Punkte hat die Gleichung 

Q^xx' + Q^yy'4-Q,zz'=:1, 

Qa«aXH-Qb«^y-^Qc'»c^=T' (c) 

während die Gleichung der durch den Schwerpunkt gelegten Ebene 
der gr<5ssten Flächen gesch windigkeit 

Qa«a^ + Qb«by+<ic^c?===Ö W 

ist. Diese beiden Ebenen sind daher parallel. 

Der Körper dreht sich daher zu irgend einer Zeit um eine Axe, 
welche der unveränderlichen Ebene der grössten Flächengeschwin- 
digkeit conjugirt ist, diese Ebene als Diametralebene genommen. 
Ist diese augenblickliche Drehaxe nicht eine der Axen des Ellip- 
soides , der Hauptaxen des Körpers , so ändert die ihr conjugirte 
Diametralebene durch die Drehung ihre Lage im Räume; die 
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Ebene der grössten Flächepgescbwindigkeit muss aber ihre Lage 
behalten ; es wird also im nächsten Angenblicke die angenblickliche 
Drehaxe eine andere sein. 

Ist dagegen die angenblickliche Drehaxe eine Hauptaxe des 
Körpers , so steht die conjogirte Diamentralebene rechtwinklich auf 
ihr; sie bleibt daher bei der Drehung in ihrer Lage, und die Haupt- 
axe bleibt Drehaxe ; die Hauptaxen durch den Schwerpunkt heissen 
desshalb auch permanente Axen der Drehung, oder auch 
freie Axen (Nro. 192). 

Der Satz über die lebendige Kraft (Nro. 202) sagt, dass die 
lebendige Kraft hier, wo keine Kräfte wirken, constant ist, oder 
dass 

Qj ,ft)' = constant, 

wo Q^ das Trägheitsmoment für die augenblickliche Drehaxe ist. 
Aus dem Trägheitsellipsoid hat man aber (Nro. 187) 

daher w * , 

— = constant, 

oder die Winkelgeschwindigkeit ist der Länge der augenblicklichen 
Drehaxe innerhalb-des Trägheitsellipsoides proportional. 

Nennt man F das constante Maximum der Flächengeschwin- 
digkeit, so ist 

Damit ergibt sich die Entfernung der Ebenen (c) und (d) 

(O 

If' 

welche somit ebenfalls constant ist. 

Denkt man sich eine tangirende Ebene an das Trägheitsellip- 
soid dort, wo dieses von der augenblicklichen Drehaxe durchschnit- 
ten wird, so ist diiese immer parallel der unveränderlichen Ebene 
der grössten Flächengeschwindigkeit und dabei immer in gleicher 
Entfernung vom Schwerpunkte. Der Körper bewegt sich daher so, 
dass sein Trägheitsellipsoid f&r den Schwerpunkt diese feste Ebene 
immer berührt, und da die augenblickliche Drehaxe durch den jedes- 
maligen Berührungspunkt geht, so rollt das Trägheitsellipsoid über 
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Wirkt nur die Schwerkraft auf den Körper, so ist die Winkel- 
geschwindigkeit för die, Axe c oder 

0) = const. (a) 

Sind die beiden Winkelgeschwindigkeiten um die beiden an- 
dern Hauptaxen a und b zur Zeit t gleich o)^ und od^; siad diese zur 
Zeit gleich («Jo und (co^)o, so gibt der Satz über die Arbeit 
(37 und 38 in Nro. 202) die Gleichung 

-|^QaK'-*-«b'-K)o'~K)o'J = °^g9(cosdo~cosd), (b) 

wo m die Masse des Körpers bedeutet und 6 und % die Neigungen 
der Axe c gegen die vertical aufwärts gehende z Axe zu den Zeiten 
t und sind. 

Führt man die Winkel der (Nro. 201) ein , wo y der Winkel 
ist, welchen die Verticalebene c , z mit einer unveränderlichen Verti- 
calebene bildet, und xp der Winkel der Normalen der Ebene c,z mit 
der Hauptaxe a , wobei der Winkel y .in der Richtung der positiven 
Drehung genommen sein soll, die Normale zu c,z aber der auf- 
steigende Knoten , und also der in der Richtung a , b gemessene 
Bogen xf) von jener Normalen zuerst nach der Seite der positiven 
z aufsteigt , so hat man 

Damit wird die Gleichung (b) 
Q.[(^)' + sme'(i^)^= 2mg3(cosfl, -cosfl) + 

.Q.[QVs.v(^):]: (0 

Sind anfänglich — und -^gleich NuH, d. h. hat anfänglich die 

Axe c keine Bewegung, so zeigt diese Gleichung, dass cos 6© — cos d 
immer positiv sein muss, dass also der Schwerpunkt des Körpers in 

der Zeit t tiefer gesunken ist, wenn nicht -r- und --^ gleich Null 

dt dt 

sind, oder neben dem ersten sind = ist, in welchem Falle die Axe 

c vertical steht und also der Schwerpunkt unterstützt ist. 



I 
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Ist aber die anfangliphe Drehung der Verticalebene c, z, welche 

( H ) ^^*' nicht gleich Null, so kann B kleiner werden als 6q , der 

Schwerpunkt des Körpers kann aufwärts steigen. % 

Eine weitere Gleichung gibt die Betrachtung , dass das stati- 
sche Moment der Schwerkraft für die z Axe gleich Null ist, also die 
FlächengeschVindigkeit für diese Axe constant sein muss. Da man 
Fiächengeschwindig^eiten wie statische Momente und wie Kräfte 
zusammensetzen kann, so findet man die Flächengeschwindigkeit für 
die z Axe, wenn man die Flächengeschwindigkeiten um die a, b, c 
Axen je mit den Cosinus der Winkel (a, 2) , (b, z) j (c, z) multipli- 
eirt und diese Producte addirt. Diess gibt die. Fiächengeschwindig* 
keit für die z Axe 

Q^ o)^ cos (a, z) -h Q^ (o^ cos (b, z) -I- Q^ cö^xsos (c, z) = 
= Q^ 0)^ cos d -^ Q^ sin B (a>^ sin tp'\- (o^ cos 1/;) = 1 , 

wo 1 eine Gonstante ist. 

Setzt man üs (36 in Nro. 201), 

. ^ dcp 
ft)^ sm \ff-h(o^cosxp = sm B -^ , 

so wird diese Gleichung 
. Q.«.(cö8flo -cosö) = Q.[sin ö» ^_8iDfl%(^)J. (d) 

Hat der Körper eine anfangliche Drehung erhalten, ohne dass 
die Verticalebene c, z eine anfangliche Bewegung hat, ist also 

( -rj j = , so wird die eintretende Drehung dieser Verticalebene 

immer dasselbe Zeichen haben wi^ 

ö)^ (cos Bq — cos B) 

und wird also mit a>^ gleich gerichtet sein , wenn der Schwerpunkt 
sinkt, dagegen dem entgegen, wenn der Schwerpunkt durch eine 
anfangliche Bewegung der Axe c aufwärts steigt Hat die Axe c 
keine anfängliche Bewegung, so fängt der Schwerpunkt an zu sin- 
ken , und diess veranlasst eine Drehung der Verticalebene c , z in 
dem Sinne, in welchem der Körper um die c Axe rotirt, rechts 
oder links, wenn diese Rotation rechts oder links ist. 
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Die dritte der Gleichungen (36 in Nro. 201) ist 
d\p ^dy 

dt <^ dt 

^ ist die Geschwindigkeit, mit welcher sich die Linie a, welche 
dt 

mit dem Körper fest verbunden ist, von der Normalen auf c, z, der 

Linie des aufsteigenden Knotens entfernt. Diese ist, wie man sieht, 

wenn die Axe c keine anfängliche Bewegung erhalten hat, und also 

(o^ und ^ einerlei Zeichen haben , wenn 6 ein spitzer Winkel ist, 
c dt 

kleiner als o)^, grösser, wenn S ein stumpfer Winkel ist.^ Die Kno- 
tenlinie trifft daher uach und nach Punkte in der Ebene a, b, welche 
in der Richtupg der Drehung co^ liegen , wenn der Schwerpunkt des 
Körpers oberhalb liegt ^ oder Punkte, welche in der entgegenge- 
setzten Richtung der Drehung a>^ liegen, wenn der Schwerpunkt 
des Körpers unterhalb des Fixpunktes liegt. Im ersten Falle 
sagt man, die Bewegung der Knotenlinie in der Ebene a, b sei 
direct, im zweiten retrograd. • 

210. Ist B constant, so ist aus (d) 

d<p 

-i^ = constant , 
dt 

d. h. die Verticalebene c, z dreht sich mit gleichförmiger Geschwin- 
digkeit. Um den Werth dieser Geschwindigkeit zu bestimmen , ist 
aus (36 in Nro. 201) 



^ dt ^ ^ dt 



und do). 



= sm 6 cos 1// --f -7^ = (o^ -v^ < 



Substituirt man diese Werthe in die erste der Gleichungen 
(aS in Nro, 200), wo 

M^ = m g 9 sin d cos tp 

ist, so erhält man 

^ äg> fdxp V dy ,, 
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wobei aber Q^ das Trägheitsmoment für den Schwerpunkt bedeutet, 
da die Gleichungen (35) sich auf diesen beziehen. Diess gibt mit 
dl/; ^ dy 

Q.e.s.(lfy-Q.«,if=-n,83. (e) 

Man erhält hieraus •_ , 

dy^ Qc^c ^^Jr Qc^c Y mg9 

dt 2Q^cose-" V2Q^cose>' Q^cose ^^ 

als die Geschwindigkeit, mit welcher sich die Verticalebene c, z 
drehen muss, wenn die Neigung 6 gleich (c, z) erhalten blei- 
ben soll. 

Man sieht, dass zwei solcher Winkelgeschwindigkeiten immer 
möglich sind, wenn cos 6 negativ ist, also der Schweipunkt unter- 
halb- des Äpunktes liegt; dass aber, wenn der Schwerpunkt über 
dem Fixpunkte liegt, eine bestimmte Drehgeschwindigkeit co^ noth- 
wendig ist , um die Axe c in constanter Neigung ^egen die Yerticale 
z zu erhalten. Ist 6 ein rechter Winkel und also die Axe c hori- 
zontal , so gibt die Gleichung (e) unn^ittelbar 
dy_mg9, 
dt~Öl^/ 
Diese Drehgeschwindigkeit der .Verticalebene wird daher um so 
kleiner , je grösser die Drehgeschwindigkeit «^ ist. 

Ist 0)^ sehr gross, so gibt für jeden Winkel 6 die Gleichung f 
die beiden Näherungswerthe 

Öc®c ^^ mg9 ' ■ / 



Q^cosö Q^ft)^ 

Die letzte dieser Drehungen ist die, welche man an dem Kreisel, 
dem Bohnen berger *schen Maschienchen , dem Gyroscope etc. 
beobachtet. 

211. Man kann sich das aus der Trägheit der rotirenden 
Masse ergebende Moment , welches bei dieser Bewegung dem Mo- 
mente der Schwerkraft entgegenwirkt und so die Erhaltung des 
Winkels 6 bedingt, leicht anschaulich machen, wozu ich der Ein- 

' TT • 

fachheit wegen 6 = -^ setze. 

2 • 
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Betrachtet man eine Scheibe des rotirenden Körpers , welche 
normal auf der Hauptaxe c steht, und in dieser ein Massenelement 
dm, dessen Lage durch seine Entfernung von der Axe c gleich r, 
und den Winkel Xj welchen r mit dem horizontalen Halbmesser der 
Scheibe bildet, gegeben ist; so wird dieses Element vermöge der 
Rotation um die Axe c in der Zeit dt um co^ dt fortgeführt, so dass 
der Winkel x gleich ;f-h(ö^d.t wird. Durch die Drehung der 
Ebene c , z um die Verticale z würde dieses Element vermöge der 
Beharrung in der Zeit d t um 

TT rcosvät 

dt 

aus der Ebene r, x zur Zeitt parallel mit c heraustreten; da es 
aber fest mit der Scheibe verbunden ist, so kommt es in dieser 
Bichtung nur durch den Weg 

— -^rcosCx-f a>^dt)dt, 

und erleidet daher in der Richtung von c eine Verschiebung d s , 
welche die Differenz dieser beiden Wege ist, oder wenn man die 
höheren unendlich Kleinen vernachlässigt 

1 d cp . " , « ' 

ds= -V7-« rsmrdt'. 
^^ 

Diese Verschiebung in der Zeit d t zu bewirken , erfordert eine 
Kraft in der Richtung von c gleich 

, 2ds dy , 

dm • -TTT = 2« -^rsinvdm 
dt' Mt ^ 

and mit derselben -Kraft drückt daher das Element dm an der 
Scheibe der Richtung e entgegen. 

Man sieht, diese Kräfte haben für alle Elemente dm entgegen- 
gesetzte Zeichen Tür x zwischen und n und für x zwischen n 
und 2 TT. 

Das statische Moment dieser Kräfte für die verticale Axe wird 
Null, dagegen hat man für die horizontale Axe, welche rechtwinklich 
auf c steht, die Summe der Momente 

— S? / r' sin v' d m = -^ Q m — Sl ^ 



""^"^«df y*r'8inz'dm=-Qc«o 



Die freie -Bewegung eines starren Körpers. 225 

weil das Trägheitsmoment einer Scheibe f&r die auf ihr normale Axe 
gleich derSamme der Trägheitsmomente für die in der Scheibe sich 
rechtwinklich kreuzenden Axen ist. 

Soll die Axe horizontal bleiben , so mass dieses Moment und 
das statische Moment des Gewichtes zusammen NqU sein, oder 

welches wieder die Gleichung (h) ist. 

Man sieht auch leicht aus dieser Darstellung, dass eine dem «^ 
gleich gerichtete Drehung um die Verticale^ welche grösser als 

Qc«c 

ist, ein statisches Moment hervorruft, welches den Schwerpunkt er- 
hebt, während eine dem (o^ entgegengesetzte Drehung der Vertical- 
ebene c, z das Sinken des Schwerpunktes nur beschleunigen kann. 

212. Die augenblickliche Drehaxe bei dieser Bewegung liegt 
in der Ebene c, z; bildet sie mit der Yerticälen den Winkel a, so 
ergibt sich ihre Lage durch Berechnung der Geschwindigkeit in ihr, 
welche Nail sein muss. Man findet so 

d<p . . • X 

-r^ sm a = co^ sm (ö — a) , woraus 



tan er = *^ 



«o.sinO 



^ -f- m cos 6 

dt ^ 

Die Bewegung kann immer betrachtet werden , als rolle ein 
mit dem Körper fest verbundener Kegel von der Oeffnung B— a 
auf einem unbeweglichen Kegel von der Oeffnung a, 

213. Die Dauer einer ganzen Umdrehung der Verticalebene 
c , z ist 

2n 

"" dt 
wo der Nenner immer . positiv zu nehmen ist. Für sehr kleine 
Werthe von co^ erhält itian den genäherten Werth aus (e) 

Holtsmann, theoret. Mechaaik. 15 
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dt ~- V Q^cose -- V 

_ -t/ mgB 
~ »^ Qa 



ICOB«' 

WO 



1 

and die Ufulaufszeit 



2nY^^'''^ 



g 

gleich der eines conischen Pendels von der Länge 1» das einen 
Kegel von der OeffnuQg B beschreibt , welches ein stnmpfer Winkel 

sein mnss. Setzt man den genäherten Werth von -^ in das 

dt 

zweite Glied der Gleichung (e), indem man zugleich 6^ fuTTr — 
setzt , so erhält man einen genaueren Werth 

. "dt — Icosdj "*" Q^cosö^ ^ IcosOi V 
welcher zeigt, da^s die- ümlaufszeit grösser oder kleiner wird als 
die für das einfache conische Pendel , je nachdem das physische 
Pendel in der Richtung des Umlaufs oder dem entgegen rotirt, wo- 
bei aber zu beachten ist, dass wir die Axe der z vertical aufwärts 

genommen haben und darnach das Zeichen von -^ zu beurtheilen ist. 
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Drittes Buch. 
Kräfte an einem Systeme von Massen. 

Gleichgewicht eines Massensjstems. 

.214. In (Nro. 2d) ist gezeigt, dass Kräfte an einem einzelnen 
Punkte im Gleichgewichte sind , wenn sie tiir jede Verschiebung 
dieses Punktes die Arbeit Null geben ; in (Nro. 32) ist dann gezeigt, 
dass Oleichgewicht stattfindet j wenn für drei nicht in einer Ebene 
liegende Verschiebungen die Arbeiten gleich Null sind. Diese Ver- 
schiebungen nimmt man dabei unendlich klein, um von den Aende- 
rungen in den Richtungen der Kräfte und in ihren Grössen, welche 
durch die •Verschiebungen hervorgebracht werden , unabhängig 
zu sein. 

Sind in n Punkten n Mass^ vorhanden, welche gegenseitig 
auf einander durch Kräfte wirken , und auf welche noch beliebige 
Kräfte, welche ausserhalb dieses Systems ihren Ursprung haben, ein- 
wirken, so wird jede dieser n Massen im Gleichgewichte sein, wenn 
fiir jede nachgewiesen ist, dass für drei nicht in einer Ebene lie- 
gende , unendlich kleine Verschiebungen dieser Masse die Summe 
der Arbeiten aller sie angreifenden KfäTte Null ist, was also 3n 
Bedingungen des Gleichgewichts geben würde. 

215. Sind zwei dieser Punkte durch ihre Verbindung gezwun- 
gen, in gleicher Entfernung von einander zu bleiben, so reduciren 
sich die Bedingungen des Gleichgewichts für diese beiden Punkte 
von sechs auf fünf., Die willkührlichen Verschiebungen lassen sich 
hier auf fünf zurückführen. Heisst der eine Punkt A, der andere 
B, sind X, Y, Z die Gomponenten der Kräfte in A nach drei auf 

16» 
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einander rechtwinklichen Coordinatenaxen Ox, Oy, Oz; ebenso 
X', Y', Z' die Componenten in dem andern Punkte B; sind x, y, z 
die Goordinaten vonA; x', j\ z' die Goordinaten vonB; Jx, Jy, Sz 
die Projectionen der Verschiebung von A and Jx', Jy', Sz' die Pro- 
jectionen der Verschiebung von B, so ist die Bedingung des Gleich- 
gewichtes 

X*x-f-Yay-f-ZJz4-X'ax' + YÄy' + Zaz' = 0. (a) 

Dazu ist 

(x' — x)* + (y' — y)' + (z' — z)' = 1» = constani; 
daraus 

(x'--x) (Sx'-Sx) + (yVy) (<Jy'-*y)*+ (z'-z) (Sz'-Sz) = ö, 

woraus z. B« ' . 

(z'-z)<Jz = (x'-x)(<Jx'-*x) 4- (y'— y)(<Jy'~*y)-l- (z'-z)*z'. 
Von den sechs Verschiebungen der Punkte A und B sind daher 
tinr noch fünf wiilkührlich und die sechste durch die fünf andern und 
die Länge der Linie bestimmt. Damit zerfallt die Gleichung (a) 
in die fünf Gleichungen 

Z = 0; Y-^-; — ^Z = 0; 



z' — z 



X'+ ^ — ?Z=0; Y' + ?J — ^Z=0undZ'4-Z = 0, 
z' — z z* — z 

oder X-l-X' = 0; Y-l-Y' = 0; Z + Z' = Ound 

(z' — z)X-(x'-x)Z = 0; (z'-z)Y~(y'-y)Z = 0. 

Die ersten drei dieser Bedingungen sagen, dass die Besul- 
tirende der in A wirksamen Kräfte gleich und entgegengesetzt der 
Resultirenden in B ist, und die beiden letzteü sagen, dass diese 
Resultirenden in die Richtung der Linie AB fallen. Die Resulti- 
renden an beiden Enden der Linie AB sind also gleich gross und 
direct entgegengesetzt, sie sind also im Gleichgewichte. 

Es findet also hier Gleichgewicht statt, wenn für jede der fünf 
zulässigen Verschiebungen die Summe der Arbeiten der Kräfte 
gleich Null ist. 

216. Tritt zu den beiden Punkten ein dritter mit diesen starr 
verbundener, so sind von den neun willkührlichen Verschiebungen, 
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auf welche sich jede Verschiebung dreier einzelner Punkte 'zurück- 
fahren lässt, drei wegen der gegebenen Verbindungen durch die an- 

, dem bestimmt, und es bleiben also nur sechs solche Verschiebungen 
willk uhrlich. Tritt ein vierter Punkt zu diesen dreien , welcher mit 
ihnea die Ecken eines starren Tetraeders bildet, so kann dieser 
nicht verschoben werden, ohne die drei Eckpunkte der Basis zu ver- 
schieben, und jede Verschiebung dieset ^ibt auch eine bestimmte und 
nicht mfehr willkührKche Verschiebung der Spitze. Die Zahl der 
willkührlichen Verschiebungen bleibt daher sechs , und das Gleiche 
findet statt, wenn noch mehr Punkte starr mit diesen Vieren ver- 
bunden werden. Sind daher die Arbeiten der an den Punkten eines 
starren Systems wirkenden Kräfte für sechs von einander unab- 
hängige Verschiebungen des Systems Null, so sind sie diess auch 
für jede Verschiebung, welche dieses System zulässt. 

In (Nro. 129) ist gezeigt, dass man jede solche Verschiebung 
auf drei Translationen nach ;drei willkührlich gewählten Coordina- 

- tenaxen und auf drei Drehungen um diese zurückführen kann. Man 
erhält mit den Bestimmungen der genannten Nummer die Bedin- 
gung, dass die Summe der Arbeiten für diese Bewegung Null sein 
soll, wenn X, Y, Z die Componenten der am Punkte x, y, z wirk- 
samen Kräfte sind und mit Jx, dy, Jz die Verschiebungen nach den 
drei Coordinatenaxen bezeichnet werden, mit io) aber die Drehung 
um eine w^illkührlich gewählte Axe co , 

Jx:SX4-rfy2Y-f-Jz:^Z + <Jfticos((o,x)2(Zy— Yz)-^ 
+dcocos(co,y)2(Xz^Zx)-^<Jcocos(a>,z):J(Yx— Xy)=0, 
welche Gleichung wegen der Willkührlichkeit von Jx, <Jy, Jz, rf« 
und der Neigung von m in die sechs Gleichungen 
^X=:0; :JY=0; 2Z = 0; 
2(Zy ~ Yz) = 0; :^(Xz - Zx) = 0; :^(Yx — Xy) = 

zerfällt. Diese sechs Gleichungen sind aber die sechs bekannten 
Bedingungen des Gleichgewichtes der Kräfte an einem starren 
Körper. 

Diese sechs Bedingungen, und nur, si^, sind demnach in dem 
Satze gegeben : Kräfte sind an einem starren Körper im Gleich- 
getrichte, wenn die Summe ihrer Arbeiten für jede bei dem stari^n 
Systeme zulässige Verschiebung Null ist. 
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217. Ist ein Punkt gezwungen in einer Linie oder einer Fläche 
zu bleiben, so genügt nach (Nro.94) für das Gleichgewicht, wenn 
die Summe der Arbeiten aller , an dem Punkte thätiger Kräfte für 
jede durch die Linie oder Fläche zulässige Verschiebung des Punk- 
tes Null oder negativ wird. Dabei hat man die Widerstände der 
Bahn normal auf diese nicht zu beachten, wohl aber einen etwa vor- 
handenen tangentiellen Widerstand, wobei aber für die gleichför- 
mige Bewegung die Sumnie der Arbeiten Null werden musdL 

Dasselbe findet statt, wenn zwei feste Körper gezwnngen sind, 
sich so übereinander zu bewegen, dass sie sich an einer Stelle be- 
rühren. Die normalen Drucke zwischen beiden geben bei der Ver- 
schiebung, welche diese Verbindung erlaubt, Arbeiten, welche 
gleich gross, aber entgegengesetzt sind, also aus der Summe der 
Arbeiten verschwinden, während eine etwa vorhandene, tangen- 
tielle Kraft, wie Reibung, eine negative Arbeit gibt, wenn die bei- 
den Wege an den beiden Körpern verschieden sind, was bißi Gleiten 
der Körper übereinander der Fall ist. Sind die Kräfte an beiden 
Körpern im Gleichgewichte , so wird für jeden einzelnen bei einer 
zulässigen Verschiebung die Summe der Arbeiten aller an ihm wir- 
kenden Kräfte gleich Null oder negativ sein, wenn man die an der 
Berührungsstelle auftretenden' Drücke, so weit sie diesen Körper 
angreifen , mit in Betracht zieht. Für die entsprechende Bewegung 
des zweiten Körpers erhält man ebenso die Summe der Arbeiten 
aller Kräfte gleich Null oder negativ. Für die Summe der Arbeiten 
der Kräfte an beiden Körpern wird man daher bei der für beide zu- 
lässigen Verschiebung entweder Null oder eine negative Grösse er- 
halten , und das letzte nur , wenn Reibung oder ein anderer tangen- 
tieiler Widerstand an der Berührungsstelle vorhanden ist und durch 
ihn der Ruhezustand. bedingt ist. 

Bei diesen beiden Körpern sind auch Verschiebungen möglich, 
durch welche die Körper auseinander gebracht werden. 

Ist zuerst in die Verschiebung in der Richtung des Normal- 
drucks zwischen beiden Körpern, so ist für den ersten die Bedingung 
des Gleichgewichts , wenn beide Körper in Berührung bleiben 

?(an + Nan = 0, ' 

wo $(Jn die negative Arbeit der an diesem Körper thätigen Kräfte 
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ohne den NoriDaldruck N ist, xienn von Reibung abgesehen wird. 
Für den zweiten hat man dann 

Sl'*n-Nan = 0, 
wo.^^Su die Arbeit der an diesem Körper thätigen Kräfte ist, 
welche also positiv sein muss. Aus beiden Gleichungen folgt 

Sl*n + Sl'^n = 0.. (a) 

Sollen nun di^ Körper ausser Berührung kommen, so muss die 
Verschiebung des Berührungspunktes beim zweiten Körper auf die 
Richtung von N projicixt, kleiner sein, als in, die Verschiebung de« 
ursprünglichen Berührungspunktes beim ersten Körper, ebenfalls in 
der Richtung von N genommen. Daraus folgt aber, dass die 
Summe der Arbeiten 

?(<Jn + 2('<Jn' (b) 

nub negativ sein muss, da das erste negative Glied dasselbe ist, 
wie in d^r Gleichung (a) , das zweite positive aber kleiner als dort. 

218. Sind Kräfte an einem Systeme nicht im Gleichgewichte, 
so kann die Summe ihrer Arbeiten für eine unendlich kleine Ver-p 
Schiebung, welche sie vom Ruhezustände des. Systems aus hervor- 
bringen, nur positiv sein, und muss grösser als Null sein. 

Macht man jeden einzelnen Massenpunkt des Systems frei, in- 
dem man an ihm die auf ihn wirkenden Elräfte lässt, und die Ver- 
bindungen durch die aus ihnen entspringenden Kräfte ersetzt, so 
wird jeder dieser Punkte in der Richtung der Resultirenden aller 
dieser Kräfte sich zu bewegen anfangen; die Arbeit dieser Resulti- 
renden wird also jedenfalls positiv sein, und folglich auch die 
Summe der Arbeiten der bewegenden und der aus den Verbindun- 
gen entspringenden Kräfte am ganzen Systeme. Die Summe der 
Arbeiten der Kräfte, welche aus den Verbindungen entspringen, 
kann aber nur Null oder negativ sein, weil sie sich entweder paar- 
weise aufheben, oder weil sie von Bewegungswiderständen, wie Rei- 
bung, der Bewegung immer entgegen, nur negative Arbeit zu liefern 
im Stande sind. Es muss also die Summe der Arbeiten der bewe- 
genden Kräfte positiv, und wenn sie nicht im Gleichgewichte sind, 
also Bewegung hervorrufen, grösser als Null sein. 

219. Aus dem Vorhergehenden folgt unmittelbar, dass Kräfte 
an einem Systeme von Massen im Gleichgewichte sind, 
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w^nn sie für jede bei diesemSysteme mögliche, unendlich 
kleine Verschiebung eine Arbeit geben, welche Null oder 
negativ ist» 

Diess ist der Satz , welchen man gewöhnlich uoter dem Satze 
von den virtuellen Geschwindigkeiten versteht. Man nennt 
nämjich die bei dem Systeme möglichen , unendlich kleinen Ver- 
schiebungen der einzelnen Punkte die virtuellen Geschwindigkeiten 
derselben, und das Produkt ans der auf den Punkt wirkenden Kraft 
in die Projection der virtuellen Geschwindigkeit auf die Richtung 
der Kraft , also was wir die Arbeit der Kraft genannt haben , das 
virtuelle Moment; und drückt damit den obigen Satz so aus: Kräfte 
sind an einem Systeme im Gleichgewichte , wenn für alle Systeme 
von virtuellen Geschwindigkeiten die Summe der virtuellen Mo- 
mente gleich Null oder negativ ist. 

Der obige Satz darf aber nicht umgekehrt werden, indem 
Ruhe vorhanden sein kann, ohne dass für alle zulässigen Ver- 
schiebungen die Summe der Arbeiten Null oder negativ ist (vergl. 
Nro.94). 

220. Sind Kräfte an einem Systeme von Massen im Gleich- 
gewichte , so sind sie diess auch noch , Wenn man die Massen in 
der Gleichgewichtslage zu einem starren Systeme verbindet. 

Unter den virtuellen Bewegungen des Systems werden auch 
die des starren Systemes sein; för diese sind also die Bedingungen 
des Gleichgewichtes erfüllt, was der obige Satz sagt. . 

Aufgaben über das Gleichgewicht eines Massen- 

^stems. 

221. Eine schwere starre Linie von der Länge 1, dem Gewichte 
P ist gezwungen, mit ihren Endpunkten in zwei Geraden AB und A C 
Äu bleiben, welche in einer Verticalebene liegen, und mit der Ver- 
ticalen aufwärts zu beiden Seiten die Winkel a und ß bilden. Die 
Gleichgewichtslage der schweren Linie anzugeben. 

Bleibt die Linie in AB und AC, und ist ihre Lage BC, so 
kann eine Verschiebung des Punktes B tmr in der Linie A B er- 



I 
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folgen; die Linie dreht sich daher dabei um ^inen Punkt, welcher 
in der Normalen BD za AB liegt. Ebenso kann die Verschiebung 
der Linie nur eine Drehung um einen Punkt der Normalen zu AC 
in C oder der Linie GE sein, oder wenn sich diese beiden Norma- 
len in dem Punkte F durchschneiden, ist eine unendlich kleine Ver- 
schiebung der Linie B G eine^Drehun^ um F. Verbindet man den 
Punkt F niit dem Schwerpunkte G der schweren Linie, so be- 
schreibt dieser Schwerpunkt bei der unendlich kleinen Drehung ein 
Kreiselement, dessen Mittelpunkt in F liegt; soll das virtuelle 
Moment bei dieser Verschiebung oder die Arbeit der Kraft P Null 
werden, so n^uss dieses Kreiselement horizontal sein; also ist fürs 
Gleichgewicht der Linie nothwendig, dass die Linie FG verti- 
cal ist. 

Das virtuelle Moment muss hier Null werden, weil die Drehung 
um F nach beiden Seiten geschehen kann; erhält man nach der 
einen Seite hin das virtuelle Moment oder die Arbeit der Kraft P 
negativ, so ist es bei der Drehung nach der entgegengesetzten 
Seite positiv, und Gleichgewicht nicht vorhanden. 

Findet bei dem Gleiten der Linie BC über die beiden Leit- 
linien Heibung statt, so wird man diese beiden Leitlinien weg- 
nehmen, und statt ihrer in den beiden Endpunkten B und C 
die Normaldrücke N und N| nebst den daraus entspringenden 
Reibungen ^N und ^N^ anbringen. Die mit dem Systeme ver- 
trägliche Verschiebung ist nur ein Gleiten der Punkte B und C 
in den Leitlinien, welche für B aufwärts eine andere Bedingung 
als ftlr B abwärts gibt. Jede dieser Verschiebungen gibt fär die 
Summe der Arbeiten ghich Null einen andern Werth von y, und 
in Ruhe kann die Linie für alle zwischen liegende Werthe von y 
bleiben; für die zwischen jenen Grenzen liegenden Werthe von 9 
wird die Summe der Arbeiten negativ. Um aber die in diese Aus- 
drücke eingehenden Werthe von N und N^ zu bestimmen, muss 
man noch weitere Gleichungen haben , und ^iese erhält man am 
einfachsten aus den Bedingungen des Gleichgewichtes für einen 
stajren Körper, welche sich hier, wo nur Kräfte in einer Ebene 
vorkommen, auf drei reduciren, weiche N,Ni und den Winkel y 
bestimmen. 
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222. Eine starre Platte liegt in den Endpunkten eines hori-> 
zontalen Rechteckes aaf vier Federn, welche die Platte vertical 
heben; auf der Platte liegt ein Gewicht P. Den Druck auf 
jede der vier Federn zu bestimmen unter der Voraussetzung, dass 
diese vier Federn gleich stark sind, das heisst, durch gleiche Drücke 
um gleichviel zusammengedrückt werden. 

Ist die Länge jeder der Federn im nicht zusamipengedrnckten 
Zustande Zq, und ist eine auf die Länge z zusammengedrückt, so 
sei der Druck, welcher dieser Feder in dieseih Zustande das Gleich- 
gewicht hält 

Zo ^ Zo>^ 

Sind dann z^ , z, , z, , Z4 die Längen , auf welche die vier Fe- 
dern durch das Gewicht P zusammengedrückt werden , so sind 

"0-t)-0-t><'-t)-0-t) 

die Kräfte, mit welchen die Federn die Platte yertical aufwärts 
drücken, welche mit dem Gewichte P auf der Platte im Gleich- 
gewicht sein sollen. 

Sind die horizontalen und verticalen Coordinaten der vier Auf- 
lagepunkte der Platte 

— a, — b; Zt , 
+ a, — b; Zj, 

— a, +b; Z3 , 
+ a, -hb; Z4, 

und die Coordinaten des Punktes , in welchem das Gewicht P wirkt 

X, y, z, 
so sind die Bedingungen, dass diese fünf Punkte in einer Ebene 
liegen 

. Zj 4- z, = Zi + Z4 , (a) 

(Zi-Z2)7 + (Zi-Z8)|--^2z = z, +z,. (b) 

Bezeichnet man die verticalen Verschiebungen der vier Auf- 
lagepunkte, welche mit den ihnen entgegengesetzten allein zulässig 
sind, mit 
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find die dabei eintretende Verschiebung des Gewichtes P mit S z, 
so geben die beiden Gleichungen (a) und (b) für diese Verschie- 
bungen die beiden Bedingungen 
Jz4= — Jzj 4-<Jz^ 4- Jzj , (c) 

Die allgemeine Gleicbgewicbtsbedingang ist, da hier nur umkehr- 
bare Jjewegungen vorkommen , also die Arbeit Null sein muss, 

und diese zerfallt , nachdem man für JZ4 und 3 z die Werthe aus (c) 
und (d) eingeführt hat, wegen der Unabhängigkeit der Verschie- 
bungen dzi , Sz^ y Sz^ in folgende drei Gleichungen 

-2z,+ z,+ z, + ^(|4-|) = 0und 
22„ + z. - 2z, - z, ~ |5 (1 +7) = 0, 
2z.+ .,-z,-2z,-|l'(l+X) = 0. 



Pz. 
- 22, - 

aus welchen man tindef 



Daraus ergeben sich die vier Drücke auf die Federn, der Reihe nach 
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223. Eine schwere biegsame Linie ist mit ihren beiden End- 
punkten unveränderlich befestigt, die Bedingungen ihres Gleich- 
gewichts anzugeben. 

Wirkt, wie hier vorausgesetzt ist, nur die Schwerkraft auf die 
Linie, so wird diese ihre Gleichgewichtslage in, der Verticalebene 
durch die beiden Aufhängepunkte nehmen. 

Ist ds ein Element der Länge der Linie, und ^ds die Masse 

in diesem Elemente, so ist g^ds das Gewicht dieses Elementes 

und wenn Sz die verticale Coroponente der Verschiebung dieses 

Elementes ist, 

gJdsSz 

die Arbeit der Schwere für diese Verschiebung. 

Der Satz von den virtuellen Geschwindigkeiten sagt dann, 
dass Gleichgewicht vorhanden sei, wenn 

g/^dsiz^O (a) 

ist für jedes System von virtuellen Geschwindigkeiten, welches die 
schwere Linie zalässt, wobei das Integral über sämmtliche Ele- 
mente der Linie auszudehnen ist. 

Ist die Gleichung der schweren Linie im Gleichgewichts- 
zustande 

WO X horizontal und z vertical abwärts gemessen sein soll; ist die 
Gleichung, nachdem man die virtuellen Verschiebungen ange- 
bracht hat 

wozu die Bedingung gehört, dass die Länge der Linie unverändert 
bei dieser Verschiebung bleibt, was dadurch ausgedrückt werden 
kann, dass ds unverändert bleibt; ist z^ die Ordinate des Schwer- 
punktes der Linie im Gleichgewichte und z^ -i-Sz^ nach der Ver- 
schiebung : so ist, wenn m die Masse der ganzen Linie ist. 
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/(z H- ^z) Jds = in(Zo + dz^^). 



f 



woraus durch Subtraction 

r3z/:/d8 = miZo. 



ß 



JDie obige Bedingung des Gleichgewichts sagt also, dass für 
jede Verschiebung, welche die Linie zulässt, die Yei^chiebung des 
Schwerpunktes vertical abwärts entweder Null oder negativ sein 
müsse , dass also durch keine Veränderung der krummen Linie der 
Schwerpunkt der Linie tiefer hinab gebracht werden könne , dass 
also die Linie im Gleichgewichtszustande die ist, bei welcher der 
Schwjerpunkt die tiefste Lage hat. 

Die weitere Bestimmung der Kettenlinie folgt hier. 

Die Kettenliniel 

224. Ein biegsamer Faden ist schwer und an zwei Punkten 
befestigt; die einzelnen Theile des Fadens sind überdi)&ss mit Ge- 
wichten belastet. Die Form dieses Fadens in der Gleichgewichts* 
läge und die Spannungen in ihm anzugeben. 

Der Faden wird im Gleichgewichtszustande in der Vertical- 
ebene durch die beiden Aufhängepunkte A und B hängen. In 
dieser Ebene nehmen wir die beiden Goordinatenaxen x horizon- 
tal und Oz vertical aufwärts, den Ursprung der Goordinaten in 
irgend einem Punkte des Fadens. 

Schneidet man den Faden in und in ein^m andern Punkte 
M durch, welcher die Goordinaten x» z hat, so wird zur Erhaltung 
des Gleichgewichtes nothwendig sein, dass man in und in M 
Kräfte anbringt, welche denen gleich sind, welche die abgeschnit- 
tenen Stucke des Fadens auf das Stück OM ausüben. Das weg- 
genommene Fadenstück kann Siber z. B. in nur eine Bewegung 
von O in der Richtung des anliegenden Fadenstücks verhindert 
haben, eine darauf rechtwinkliche nicht, da der Faden absolut bieg- 
sam gedacht wird ; es wird daher die in O anzubringende Kraft in 
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der Richtung der Tangente an die Eettenlinie in liegen müBsen, 
die in M anzubringende ebenso in der Richtung der Tangente an die 
Kettenlinie in M. 

Ist qo der Querschnitt des Fadens in O und qo Sq die in an- 
zubringende Kraft, 80 nennt man Sq die Spannung des Fadens in 
O; sie bezieht sich daher auf die Flächeneinheit. 

Ebenso sei q der Querschnitt des Fadens im M und S die 
Spannung dort, das heisst qS die in M für das weggeschnittene 
Stück anzubringende Kraft. 

Sind femer q>Q und <jp die Winkel, welche die Tangenten an 
die Kettenlinie in und M mit der Axe Ox bilden, diese Winkel 
nach oben gemessen , so erfordert das Gleichgewicht des Stücks 
OM . 

qo So cos 5po = q S cos 5p (a) 

und i 

qoSosinyo = qS6iny — g /jqds, (b) 



wobei in dem letzten Gliede ds ein Längenelement des Fadens, 
q d s dessen Yolum , g J q d s das Gewicht dieses Elementes sammt 
der darauf etwa ruhenden Last bedeutet, und das Integral über die 
ganze Länge des Stückes M auszudehnen ist. 

Die erste dieser Gleichungen zeigt, dass die horizontale Com- 
ponente des Zugs in irgend einem Querschnitte immer dieselbe sei. 
Diesen horizontalen Zug bezeichnen wir mit H. 

Die zweite Gleichung zeigt, dass der Yerticalzug des Fadens 
nach oben zunimmt, um das Gewicht, das zwischen dem Ausgangs- 
punkte O und dem betrachteten Punkte M liegt. 

Differentiirt man die beiden Gleichungen nach^, so erhält 
man 

= d (q S) cos y — q S sin y d y 

und 0= d(qS)sin5p-h qScosydy — - gjqds, 

wobei ds die Länge des Elementes ist, für welches siich der Nei- 
gungswinkel der Kette aus g) in y -f- d y ändert.^ 

Substituirt man den Werth von d(qS) aus der. ersten dieser 
Gleichungen in die zweite , und bedenkt man » dass für den Krüm- 
^ mnngshalbmesser q dev Kettenlinie bei M 
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^ d <jp == d s 
ist, so erhält man 

S = gJßC0S9. (c) 

Die Spannung in irgend einem Pnnkte ist daher gleich dem Ge^ 
Wichte eines Stückes, das die Verticalprojection des Krümmungs- 
halbmessers zur Länge, die Flächeneinheit zum Querschnitt und auf 
die Längeneinheit so belastet ist, wie die Längeneinheit der Kette 
im Punkte M für die Flächeneinheit. Die Spannung ist daher um 
so grösser, je grösser der Krümmungshalbmesser ist, und je kleiner 
dabei der Winkel y ist Sollte ein Stücjk der Kette gerade werden, ^ 
so müsste dazu die Spannung unendlich gross werden, wenn dieses 
Stück nicht . vertical ^erab hängt , in welchem Falle cos g) = 
würde und die Gleichung (c) keine Bedeutung mehr hätte. Damit 
ein Stück der Kette vertical wird, muss aus (a) der constante 
Horizontalzug gleich Null sein, was wieder bedingt, dass cos 9) 
überall gleich Null ist, d. h. die Kette frei vertical herabhängt. 
In jedem andern Falle kommt in der Kettenlinie keine verticale 
Tangente vor. 

Aus (a) und (c) erhält man noch 

H = qScos<f) = gJqßCOsy*, (d) 

welche Gleichung man als die allgemeine Gleichung der Ketten- 
linie betrachten kann« um sie in den rechtwinklichen Goordinaten 
X und z auszudrücHen , sei 

dz 

— = taDy = p. 

womit £ 

(1+p')' , , 1 ., 

9 = ä^ undco8 9' = j-j--p wird, 

daher d p 

_dx___^gq 



oder 



X 

ln(p + l^TTp^ = 1^ yjqdx. 
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wenn man voraussetzt, es sei p = für x = oder der Ursprun g 
der Coordinaten sei ein Scheitel der Kettenlinie. 
Bezeichnet man 



X 

/ Jqdx darch X, 



:./ 


so wird 




rx 


k- 


p + Vl-hp' = e- 


f 


nnd 




1 




P + Vl+p» 




Subtrahirt 


man 


beide Gleichnngen , so erhält man 
3^ . ^ «» «*x 



dz 1 /^ V ""IT^ 

was erst weiter ausgeführt werden kann, wenn Jq gegeben ist. 



(0 



Die gemeine Kettenlinie. 

225. Hier ist der Querschnitt und die Belastung auf die 
Längeneinheit constant ; daher 



X= / Jqdx = Jqx. 



Damit findet man 



\ 2 ^gqL J Jgq* 

% wo die Constante der Integration durch z=:0 für x=:0 be- 

|! stimmt ist. 

^v Aus (b) erhält man wegen 90=^ 

\ qS8iny = Jgqs, 

\ was mit (a) gibt 

\ Htany = Jgq8 (k) 

\ und q»S' = H' + (Jgqs)^ (1) 

\- Setzt man in (k) für tan 9) den Werth von p aus (f) und leitet 

^ ,. nach X ab , so erhält man 
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. ds g^q r H ^ ~ H 1 

d8_ Jgqz 
dx~ H 

und mit ■^-,= aus (a) 

dx costjp 

S = -^- = z/gz + -oderS = ^4^- («») 

qcosy ° q 2sm\q>' 

Die Spannung ist am kleinsten im Scheitel. 

Ist die Lage des einen Aufhängepanktes dnrch x^ und z^ be- 
stimmt, und a die Neigung der Kette an diesem Aufhängepunkt, 
' so gibt die letzte Gleichung 

H ;# ; H TT >* c os« 

qcos« ® * q ^^ M — cos« 

mit welcher man, wenn z^ und a gegeben sind, H bestimmen kann. ^ 

Mit diesem Werthe von H gibt dann die Gleichung (h) den Werth 
von Xi und bestimmt so die Lage des ScTieitels der Eettenlinie ge- 
gen den Aufhängepunkt. Die Gleichung (k) gibt dann die Länge 
der Kettenlinie vom Aufhängepunkte bis zum Scheitel 

8,=ZiC0tgY V">' 

und die grösste Spannung in der Kette wird 

S ^ Jgz^ ^ ^gst (p) . 

^*» 2sin^a' sin a 
In der Regel wird aber nicht z^ und cc gegeben sein, sondern 
entweder z^ und x^ oder x^ und s^ . 

Setzt man ^MIl = f , ^o Usst sich die G\e\c\iOTg (^) ^^ *^ 
Form bringen 

aus welcher Gleichung man f näherung^^«^®^*^ beBUmtnen 



worauf 



HohzmtBn, theoret. Mechanik. 
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bekannt ist. Mit diesem Werthe von H berechnet man den Win- 
kel a aus 

cosa H 

womit dann die Länge der Kette vom Scheitel an durch j[n) gege- 
ben ist, wie die Spannung dnrch (p). 

Ist die halbe Länge der Kette s^ and die halbe Weite der 
Aufhängung x^ gegeben, so gibt die Gleichung (k) 

" = tan a = ~ (e — e ) oder 

aus welcher Gleichung man ^ und damit H bestimmt. Die vor- 
hergehende Gleichung gibt dann den Winkel a\ worauf (n) den 
Pfeil Zi der Kettenlinie bestimmt. 

Die Auflösung obiger Gleichung wird erleichtert, wenn man 
aus 

— (e ~e ) = tana (q) 

zuerst 1 / ^ . ~K \n rr-i 1 

7r(e+e )= Vtana*-l- 1 = 

2 ^ cos« 

nimmt, woraus durch Addition 

e =tanaH = cot(-r— — ) (r) 

cos« V4 2y ^^ 

wird , und damit obige Gleichung 

cotalncot(j--|) = ^. (s) 

Aus ihr ergibt sich unmittelbar a, worauf man t aus 
f=lncotr-r — aj 

und daraus H bestimmt. 

Für den Fall, dass z^ und x^ gegeben sind, hat man 

^7-=^ (e H-e )-l, 

und daher die Gleichung 



J 



oder cos 
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COS« , ^ fn a\ z. 

3 In cot I —— -- ) = -!- 

1— cos« V4 2y Xt 

osa /^TT a\ X - 

__l„cot(---J = -, (t) 

28in- 

woraus die Auflösung wie oben sich ergibt. Der Werth von a ist 
natürlich für alle ähnlichen Kettenlinien, d. h. für dasselbe Ver- 

hältniss ~ dasselbe , damit wird auch f dasselbe und das Verhält- 

niss der horizontalen Spannung zum Gewichte der Längeneinheit 
der Kette der halben Spannweite x^ proportional. 

Die paraboliBche KettenUnie. 

226. Ist die. Belastung der Kette der Länge der Horizontal- 
projection proportional, so hat man 

wo ^0 <lo constant ist. Damit wird aus (b), wenn man wieder die 
Goordinaten vom Scheitel der Kettenlinie an misst 



q S sin y = g /^o ^o ^x =g^o <lo 



qScosy^H, 
woraus q^S*= H' -i- (g Je 90^)'- 

Dann wird aus beiden 

. dz_ g^oqo ^ 

tang)^.--- .g-x 

und daraus _ g^o ^o 2 

^■""2ir"''' (v) 

wozu keine Constante kommt, weil z = ^rd för x = 0. 

Die Kettenlinie ist also eine Parabel mit verticaler Axe. Die 
Länge der Kette ergibt sich aus der Länge der Parabel. 

Die Kettenlinie mit constanter Spannung. 

227. Setzt man J als constant voraus, so wird die Gleichung 
(b) in Nro. 224 , imm,er die Goordinaten vom Scheitel gezählt 

16* 
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und 



arc tao p = — —^ x oder 



qSsin9)=gj/qd8 und 



H = qSco8y. 

Soll die Spannung constaut sein , so mnss nach der zweiten 
dieser Gleichungen qcos<jp constant sein, oder es muss die Verti- 
calprojection des Querschnittes überall dieselbe sein. Nennt man 
qo den Querschnitt im Scheitel, so ist 

qcosy = qo. (w) 

Damit wird . ds . 

q d 8 = On und 

^ cosy 

Htan9 = gJq.y^, (x) 



woraus durch Ableitung nach s erhalten wird 

H — ^ = g^ q« d s , öder daraus 

cosy ** ^'^ 

9 

. I 

Das Gewicht der Kette wird mit 

^gy*qds = Jgqoy*"^^=Htan«. (z) 



Die Gleichung der Gurve findet man aus (d) 

H = gJqo^cosy, 
was also sagt, die Verticalprojection des Erünunungshalbmessers 
ist constant. Setzt man für den Krümmungshalbmesser seinen 
Werih, so wird diese Gleichung 

_dp 

_dx__£gqo_ 
l-+-p'^ H 



_ H /jy^^ H ,^^^ /^^^Y 

gJq^J cosy gJqo V4 2/ ^'^ 
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woraus n ^ H , ^g?o 

z = Const ' In cos „ x. 

^gqo H 

Für X == soll z = werden y was die Gonstante gleich Null 
gibt. Damit lässt sich die vorstehende Gleichung schreiben 

cos Z? x = e 
il 

welches die Gleichung dieser Kettenlinie ist. 

Die Länge derselben ist schon oben durch den Winkel gege- 
ben, um sie durch x auszudrücken , hat man 



ds 
dz 



=V.HS'=v.^(.»^.)' 



cos — = — X 

£1 



H y r fn ^ ^gqoX>v 



woraus _ 

"^^gq 

Aus beiden Werthen von s hat man noch 

^gqoX = H9, 

womit noch H , . . , 

z = ' In cos CD wird. 

^gqo 



Die Kraftfunction, 

228. Ist die Zahl der Massenpunkte » welche gegeneinander 
verschiebbar sind, unendlich gross, und ist die Zahl der Systeme 
der virtuellen Verschiebungen ebenfalls unendlich gross, so ge- 
schieht die Untersuchung des Gleichgewichtes in der Regel am ein- 
fachsten dadurch, dass man einen dieser Massenpunkte, dessen 
Lage allgemein ausgedrückt ist, isniirt, indem man die andern 
Massenpunkte wegnimmt, und dafür an jenem die Kräfte anbringt. 
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welche voo diesen auf jenen ausgehen. Zerlegt man diese Ea*äfte 
nach den drei rechtwinklicheu Coordinatenaxen der x, y, z, und ad- 
dirt alle auf die betrachtete Masse m nach derselben Axe wirken- 
den, welche Summen mX, mT, mZ sein sollen, so ist die Bedin- 
gung des Gleichgewichtes für die Masse vä 

mXdx-hmYdy + mZdz = 0, 
wenn man dx, dy, dz als von einander unabhängig betrachtet. 
Ist diese Gleichung fdr alle Massenpunkte erfüllt, sohlst das Sy- 
stem im Gleichgewichte. 

229. X, Y, Z in der letzten Nummer werden irgendwie 
von der Lage der Masse m, also von deren Coordinaten x, y, z 
abhängen, also Functionen von ^, y, z sein. Ist dabei 
dX_dY^ dX_dZ^, dY_dZ 
dy ~ dx ' dz ~" dx ' dz "~ dy ' 
so sind X, Y, Z die Ableitungen einer Function U nach den als von 
einander .unabhängig betrachteten x , y , z. Ist diess der Fall , so 
nennt man U die Kraft Function dieses Massensystems. 

Die Componente der aufm wirkenden Kraft, welche R heissen 
mag, nach irgend einer Richtung n findet man bekanntlich gleich 
R cos (R, n) = X cos (x, n) + Y cos (y, n) -i- Z cos (z, n). 
Nun ist aber 

dx dy dz 

und . . dx . . dy . . dz 

cos(x,n) = — ; cos(y,u) = ^; cos(z,n) = — , 

wenn dx, dy, dz die Projectionen der Verschiebung dn auf die 
Richtungen von x, y, z sind. Damit wird 

_ .__ -dU dx^dü dy^dü dz dU ,,,, 

Rcos(R,n) = -7— • ir"*'7~ * J^ + T- • 7- = ^-» (41) 

^ ^ dx dn dy dn dz dn dn ^ "^ 

wenn rechts unter du die Aenderung der Function ü verstanden 
ist, welche sich ergibt, wenn die Masse m um dn in der Richtung 
n verschoben wird. 

Man findet also die Componente der Kraft, welche in x, y, z 
auf die Masseneinheit wirkt, nach irgend einer Richtung n, wenn 
man die Aenderung, welche die Kraftfunction beim Fortgehen in der 



Die Kraftfanction. 247 

Richtung n um dn erleidet, durch dieses dndividirt, oder wenn 
man , wie man sich wohl aasdrückt , die Ableitung der Krafbfimc- 
tion nach der Richtung von n nimmt. 

230. Setzt man die Kraftfunction U, also eine Function von 

X, y, z gleich einer Constanten C, so erhält man die Gleichung 

U = 

einer Fläche , in welcher die Kraftfunction überall dieselbe ist. 

Nimmt, man dn in dieser Fläche, so ist, weil ü hier constant ist, 

die Gleichung 

Rcos(R,n)=0, 

woraus cos(R,n) = ö 

folgt, wenn überhaupt eine Kraft vorhanden ist. Diese steht daher 
rechtwinklich auf der Fläche D = C , oder in dem Massensysteme 
sind die Kräfte , welche die einzelnen Massen , die in der Fläche 
ü = C liegen, antreiben, rechtwinklich gegen diese Fläche gerichtet. 
Man nennt eine solche Fläche, in welcher die Kraftfunction einen 
Constanten Werth hat, eine Niveau fläche, was von der Betrach- 
tung des Gleichgewichtes der Flüssigkeiten hergenommen ist.. 
Geht man von der Niveaufläche ü = C zu der 
ü=C + c, 
wo c ebenfalls eine Constante, aber eine unendlich kleine ist; nimmt 
man nun n normal auf die erste dieser Niveauflächen, und dn 
gleich dem Abstände beider an der betrachteten Stelle x, y, z der 
ersten, so wird, wenn man von der ersten zui; zweiten Fläche über- 
geht 

ü-f-^dn = C-f-c 
dn 

oder dU , 

-z — dn = c. 
dn 

• Nun wird aber die Gleichung (a) der vorhergehenden Nummer, 
weil R rechtwinklich auf der Niveaufläche steht, und daher ent- 
weder mit dem hier gebrauchten d n zusammen oder in dessen Ver- 
längerung fallt, also 

cos (R, n) = ± 1 
ist ± R d n = c . 
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Setzt man c als positiT voraus, so wird das obere Zeichen zu 
nehmen sein, R fallt also mit der Richtung dn zusammen; ist c 
negativ, so ist das untere Zeichen zu nehmen, oder R liegt dem d n 
entgegen. Die Krafb R geht also immer von der Kiveaufläche der 
kleineren Kraftfunction zu der, in welcher die Kraftfunction grösser 
ist; sie ist überdiess, wie man sieht, dem Abstände der beiden 
r^iveauflächen umgekehrt proportional 

Ist die Kraft in der Niveaufläche überall endlich, so kann dn 
nicht Null werden, die beiden Niveauflächen können sich nicht 
durchschneiden. 

Beispiel. Von zwei Punkten A und B gehen auf die Masse 
m zwei Kräfte aus, welche dem Quadrate der Entfernungen der 
Masse m umgekehrt proportional sind ; die eine von A aasgehende 
ist eine abstossende Kraft, die andere von B ausgehende eine gegen 
B anziehende. Für gleiche Entfernungen des m von A und von B 
sind beide Kräfte gleich gross; 0(ler A ist der Nordpol und B der 
Südpol eines idealen Magnets und m eine Masse Nofdmagnetismus. 
Die Kraftfunction dieses Magnets anzugeben» 

Legt man durch AB Ebenen, so wird für jede dieser Ebenen 
die Kraftfunction dieselbe sein, und man hat diese also nur in einer 
Ebene durch A B zu bestimmen. 

Nimmt man den Ursprung der Coordinat6n in der Mitte C der 
Linie A B und legt die Axe der x von C aus über A hin , die Axe 
der y rechtwinklich. darauf; sind x und y die Coordinaten eines 
.Punktes, welcher von A und B die Entfernungen r und r^ hat; so 
sind die Kräfte, welche von A und B aus auf die nach x, y ge- 
brachte Masse m gehen 

km , km 
— ^ und — j, 
r' r^ 

wo k eine Constante ist 

Zerlegt man diese Kräfte nach x und y, so erhält man, wenn 
2 a die Entfernung BA ist 



km 


X— a 


r' ' 


r 


km 


r 



km x-ha 



und 2 * °*ch X 



und km y , km y 

— • — und - — , - ^ 



r, 
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Die Summe der beiden erBteo ist mit den frähere& Bezeich- 
nungen mX und die Summe der beiden letzten mY. 
Mit 

(x-a)'-f-y' = r^ nnd(x-l-a)*-l-y' = r,' 

findet man aber diese Ausdrücke 

dx dx 

und , k , k 

u — d — 

Y= L+-Ü-. 

dy dy 

-Daraus ergibt sich unmittelbar die Erafbfunction U , für welche 

' du -, ^ dU ^ 
-^— ==X und -~— = T 
dx dy 

sein soll k k 

• ""~ r ^* 

Die Meridiancurve einer Niveaufläcbe ist 

t t 

1 — — c, 

wena c constant ist. 

Setzt man r gleich r^ , so wird c = oder die Miveaufläche, 
für welche die Kraftfunction gleich Null ist halbirt AB und steht 
darauf rechtwinklich. Auf der Seite dieser Fläche , auf welcher A 
liegt, ist r < r^ , also die Kraftfunction dort negativ^ auf der andern 
Seite positiv. 

1 

Ist c sehr gross und negativ, so wird r sehr klein, so dass — , 

1 . 1 . ^^ 

was hier nahe gleich -jp- sein, muss gegen — sehr klein ist. Die 
2a r 

Meridiancurve der Niveaufläche wird nahe ein sehr kleiner, um A 
beschriebener Ejreis. Die Kraft geht in den Punkten dieses Krei- 
ses normal auf diesen und zwar von A weg; die Masse m in einen 
Punkt dieses Kreises gebracht wird in der Richtung des Radius des 
Kreises abgestossen. 

Ist c sehr gross und positiv , so erhält man ebenso nahe einen 
Kreis uro B ; die Masse m wird dort gegen B hin angezogen. Die 
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Dorchschnittspnnkte der Corveo mit der Axe AB findet man für 
negative ^c in den Entfernungen 

c c c* 

den ersten ausserhalb AB, den zweiten zwischen beiden. 

Hat man statt der einzelnen magnetischen Masse m einen un- 
endlich kleinen Magnet mit den Magnetismen + m und — m , so 
wird dieser an jeder Stelle so gerichtet, dass seine magnetische 
Axe auf der Niveaufläche rechtwinklich steht und zwar das 4- Ende 
gegen die Seite der grösseren c hin. 

231. Gehen alle Kräfte, welche die Masse m angreifen, von 
Fixpunkten aus und sind alle diese Kräfte Anziehungs- oder Ab- 
stossungskräfte , welche in den Richtungen der Verbindungslinien 
von m mit jenen Fixpunkten liegen, und welche Functionen der Ent- 
fernungen der Masse m von jenen Fixpunkten sind, so existirt im- 
mer eine Kraftfunction , wie aus Nro. 81 hervorgeht. 



Die Potentialfiinction. 

232. Sind die Anziehungs- und Abstossungskräfbe der vor- 
hergehenden Nummer den Quadraten der Entfernungen der auf ein- 
ander einwirkende]! Agentien umgekehrt proportional, so gibt man 
der hier immer bestehenden Kraftfunction den besondern Namen 
Potentialfunction mit einer Aenderung des Zeichens, wie hier 
noch näher bestimmt werden soll. 

Ist q die Menge eines dieser Agentien in einem Punkte P, ist 
q' die Menge Agens derselben oder einer andern Art in einem 
Punkte P', ist e die Kraft, welche von der Einheit des Agens in P' 
auf die Einheit des Agens in P ausgeht, positiv bei Abstossung, 
negativ bei Anziehung, wenn beide Agentien in der Entfernung 
eins von einaQder sind, so wird die Menge q' bei dieser Entfernung 
die Kraft ec^ auf jede Einheit Agens der Menge q ausüben; und sie 
mit dieser Kraft abstossen, wenn e q^ positiv ist, sie anziehen, wenn 
e ({* negativ ist ; die Menge q wijd daher mit der qfachen Kraft oder 
mit der Kraft eqq^ abgestossen. Sind die beiden Agentien aber in 
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der Entfernung r von einander, so ist die^ abstossende Kraft zwi- 
schen beiden 

r* 
wobei immer, wenn e negativ ist, unter einer negativen Abstossung 
eine Anziehung verstanden sein soll. 

Sind nun q', q", q'"... die Mengen der Agentien, welche in den 
Punkten vereinigt sind, deren Coordinaten x', y', z'; x", y", z"; 
x'", y"Vz'"... sind; ist q die Menge Agens in dem Punkte x,y,z, 
sind r', r", r'"... die Entfernun^n der Punkte x', y', z' etc. von 
X, y, z, so sind die Kräfte, welche auf das Agens q in x, y, z 
wirken 

* j.^2 » ^^ j//2 ' *^ J///2 ' • ' • 

wo €\ c", 6'" . . . Coefficienten sind , welche allein von der Art der 
Agentien, nicht aber von ihrem Orte abhängig sind, und welche 
dieselbe Bedeutung haben , wie € oben. 

Die Summe der Compon^nten dieser Kräfte in der Richtung 
der X ist 

qq^ . x-x^ ■ .,qq^^ . ^--x^^ qq^^^ ^.Zl^ . 

r'^ r' r"* r" r"'^ r'" "T"-*'» 

wofür man wegen - 

r'»=(x-xO' + (y-y')'-H(z-zO^ 

r" ^ = (x - x") '+ (y ~ y") '+ (z - z'O \ 
etc» 
schreiben kann 



oder 


q[«'q' 


dx ^ dx 
-q^e'q' 


+ e'" q"' 

4 

dx' 


4 

dx 


oder weil 


«' q' von X unabhängig ist 

















•J^-dT^-^ dx 
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Die Surame . ^«'q' {a^\ 

t 

nennt man die Potentialfunctionder Agentien q', q", q'^etc. im 
Punkte Xy y, z; bezeichnet man diese Summe mit V, so ist die aof 
die Einheit des Agens q im Punkte x, y , z in der Richtung von x 
wirkende Kraft 

_dV 
dx 
und ebenso sind die Kräfte nach den Richtungen der y und z 

dV ^- dV 
— _- und — -T— • 
dy dz 

In dem Beispiele in Nro. 230 ist 

die Pötentialfunction der Magnetisnien + k und — k in einem 
Punkte , welcher von jenen in den Entfernungen r und r^ liegt. 

Im Folgenden sollen nur gleichartige Agentien betrachtet wer-- 
den, für welche c einen constanten.Werth hat. 

233. Erfüllen die Agentien q', q", q'" . . . einen Raum stetig, 
so wird man diesen in Raumelemente dr zerlegen und die Menge 
des in einem solchen Raumelemente enthaltenen Agens durch 

kdr 

bezeichnen können, wo k die Dichte des Agens an dieser Stelle ist, 
d. h. die Menge desselben , weicht über den Raum 1 verbreitet 
wäre, wenn dieser so mit Agens gleichförmig erfüllt wäre, wie diess 
in dem Raumelemente dr der Fall ist. Damit wird die Summe, 
welche die Pötentialfunction för einen Punkt P ist, durch ein In- 
tegral dargestellt werden müssen, welches ist 

^■=/'-¥-'- 

worin r die Entfernung des Raumelementes d r von P ist. Dieses 
Integral ist über den ganzen mit Agens erfällten Raum auszu- 
dehnen. 

234. Liegt der Punkt P ausserhalb des stetig mit Agens er- 
füllten Raumes , so ist die Entfernung r für alle Elemente des zu 
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betrachtenden Raumes von Null verflichieden, und dann hat das 
Integral eine bestimmte Bedeutung. Gehört aber der Punkt P die- 
sem Räume selbst an , so werden für di^ zunächst bei P liegenden 
Raumelemente die Werthe von r unendlich klein, und hier entsteht 
die Frage«, ob auch jetzt noch das obige Integral einen bestimmten 
Werth ausdrückt. 

Zu dieser Untersuchung legen wir durch den Punkt P die x 
Axe und bestimmen ein Raumelement dr durch 

l'sinOdlddd^, 
wo 1 die Entfernung des Raumelementes von dem Ursprünge der 
Coordinaten ist, 6 der Winkel (1, x) , und q> der Winkel der Ebene 
(1, x) mit einer fixen durch x gehenden Ebene. Damit wird die Ent- 
fernung r des Raumelementes dt von dem Punkte P, dessen Coor- 
dinate x sein soll 

r' = l'-f-x*-21xcose = l*sinö^+(x-lcosd)*, 
und damit die Potentialfuuction 

«kl' sind 



^=///v 



dlddd^. 



VPsine*+(x-lcose)^ 
Die zu integrirende Function ist hier immer eine endliche, 
da der Zähler den Factor IsinO enthält, welcher niemals grösser 
ist als der Nenner. Es hat also die Potentialfhnction immer einen 
bestimmten Werth, auch wenn der Punkt P, für welchen sie be- 
trachtet wird, innerhalb des mit Agentien stetig erfüllten Raumes 
liegt. • 

236. Leitet man den vorstehenden Ausdruck der Potential- 
fnnction nach x ab , so erhält man 

dx ^^^[PsinO'+(x-lcosO)»J^ 

was, wenn man jetzt den Punkt P zum Ursprünge der Coordinaten 
nimmt, in 

dV 
dj 

übergeht, welches Integral wieder einen ganz bestimmten Werth hat. 
Es ist aber hier 

kPsinedldÖdy 



j— = /yYeksinöcosddldedy 
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die Menge des Agens in demRaumelemente dv, welches von demP 
um 1 entfernt liegt ; dieses dividirt durch das Quadrat der Entfernung, 
V und multiplicirt mit e gibt die von diesem Raumelemente aus- 
gehende Kraft auf das Agens 1, unfd mit — cos (1, x) = — cos d 
multiplicirt endlich die nach x gerichtete Componente der Kraft, 
welche also auch hier noch durch 

dV 
dx 
ausgedrückt ist. 

Es werden also sowohl ausserhalb des mit Agens erfüllten 
Raumes als innerhalb dieses die Componenten der Kraft durch die 
Ableitungen der Potentialfunction dargestellt. 

236. Für die zweite Ableitung der Potentialfunction findet 
man aus 

'ckdr 



-=/'-¥ 



Daraus folgt 



^+-:nT+T;T = ^- (44) 



d^V d'V d^V 
dx^"*'dy* dy 

Diese Formel setzt voraus, dass r immer endlich bleibe; er- 
füllt daher das wirksame Agens einen Raum stetig, so gilt die vor- 
stehende Gleichung nur, wenn der betrachtete Punkt ausserhalb 
dieses Raumes liegt. Was aus obiger Summe der zweiten Ablei- 
tungen der Potentialfunction wird , wenn der Punkt P dem Räume 
der Agentien selbst angehört, muss noch besonders untersucht 
werden. 

237. Wird wie in Nro. 183 S. 182 die Potentialfunction V einer 
mit Masse homogen erfüllten Kugel für einen Punkt, welcher vom 
Mittelpunkte der Kugel um a entfernt liegt, bestimmt, so erhält man 
für einen Punkt ausserhalb der Kugel 

a 
wo m die Masse der Kugel ist. 
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Für eiaen Pankt innerhalb der Engel findet man die Ab- 
stossnng für die Masse eins gleich 

Setzt man a' = x^ -hy*-f-z*, 

so hat man für einen Punkt ausserhalb der Engel 
dV em X 



und 



d*V /^ 1 3x^\ 

di^ = ^"^(.V-l^j' 



and analoge Ausdrücke für die Ableitungen nach y und nach z, 
und damit 

d'V d'V d'V 
dx'"^dy*'*'dz»~"' 
Für einen Punkt innerhalb der Kugel ist dagegen 
dV 4 , X 

und daraus d^V 4 ^ 



womit 



dx^ "" 3 
d*V d*V d^V 



=:-4ek7r (46) 



dx^^dy* dz^ 
wird und nicht gleich Null. 

An der Eugeloberfläche werden die beiden Ausdrücke für 

dV 

- — einander gleich, nämlich 

dx 

4 - 
— -^enJx, 

aber die Aenderung dieses Ausdrucks für die Aenderung dx von x 
iiat zwei Werthe, je nachdem dx ausserhalb oder innerhalb der 
Engel liegt. 

238. Dieses lässt sich unmittelbar auf einen Raum übertra- 
gen , welcher gleichförmig mit einem Agens erfüllt ist. Es lässt 
sich dann immer um den Punkt P , für welchen man das Potential 
betrachtet, und von dem angenommen er liege im Innern des mit 
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Agens erfQllten Ranmes eine Engel beschreiben , welche diesen 
Pnnkt einschliesst , aber ganz in dem mit Agentien erfüllten 
Räume liegt, nnd dann die Potentialfonction fiir P in die Summe 
zweier andern V^-hVj zerlegen» von welchen die erste alle Agen- 
tien ausserhalb der Kugel, die letztere dagegen alle Agentien 
innerhalb der Kugel umfasst. Dann ist 

d^V__d^V, d»V, 
dx^"" dx» "^ dx' 
und analog für y und z. Nun gilt für V^ , weil P ausserhalb des 
Raumes der in V^ zusammengefassten Agentien gilt die Gleichnng 
(44), dagegen für Vj die Gleichung (45) der vorhergehenden Num- 
mern. Man hat daher, wie auch der Körper begrenzt ist, für einen 
Punkt im Innern des mit Agentien erfüllten Raumes 

d»V d^V d^V , , 

dx* dy* dz' 

239. Da allgemein die Summe der drei Ableitungen der Po- 
tentialfunction für einen Punkt ausserhalb des Raumes der wirk- 
samen Agentien gleich Null ist, so ist es bei der vorhergehenden 
Ableitung ganz gleichgiltig , wie ausserhalb der Kugel, innerhalb 
welcher der betrachtete Punkt liegt, die Dichte des Agens vertheilt 
ist; diese kann dort gleichförmig oder stetig oder auch sprungweise 
sich ändernd sein, immer wird die obige Gleichung (44) statt 
finden. Dabei kann mau die Kugel, welche den betrachteten Punkt 
P einschliesst , beliebig klein nehmen , nur muss die Kugel selbst 
von Agens von der constanten Dichte k erfüllt sein , wenn der oben 
gegebene Beweis des Satzes (Nro. 238) stichhaltig sein soll. Es ent- 
steht nun die Frage, gilt dieser Satz noch, wenn der Punkt Pin 
einem Raumtheile liegt, in welchem sich die Dichte des Agens 
stetig ändert. 

Nimmt man den Anfangspunkt der Coordinaten im Punkte 
P, setzt man die Dichte an der Stelle x', y', z' 

k + ax' + b y' + cz' + 9:x'* -4- . . . 
wo k, a, b, c . . . constant sind, so wird in dem Ausdrucke der zwei- 
ten Ableitung der Potentialfunction nach x in Nro. 236 
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das erste Glied r ( 1 (x — x')^^ 



/.<-i^<-^>. 



als für eine Kugel mit gleichförmig diphtem Agens erfüllt nach 
Nro. 237 gleich 

— — «KTT. 
O 

In jedem der folgenden Glieder hat aber das Integral anmit- 
telbar seine bestimmte Bedeutung, da dort unter dem Integral 
keine unendlich gross werdenden Glieder mehr vorkommen. Setzt 
man nämlich 

dx = rMrdcr, 

wo r die Entfernung des Elementes dr vom Ursprung der Coordina- 
ten ist, und der das Element einer um diesen Ursprung mit dem 
Halbmesser eins beschriebenen Kugeloberfläche, womit 

x' =^ r cos (r, x') ; y ' = r cos (r, y') ; z' = r cos (r, z') 

ist , so sieht man , dass nun kein Glied des Ausdrucks unter dem 

Integralzeichen für r = tinendlich gross wird; es ist also in den 

übrigen Gliedern, mit Ausnahme des ersten, die obige Form für 

d^V 

-; — r unmittelbar anwendbar. Bildet man nun die Summe 

dx' 

d^V d^V d^V 

dx^"*"dy^"^dz^' 

so geben die ersten Glieder 

— 4«k7r, 

während die andern alle sich aufheben , wie auch die Vertheibng 
des Agens um den Punkt P ist, wenn sie nur diesem Punkte zu- 
nächst stetig ist. 

240. Beispiel. Ein guter Leiter der Elektricität ist elek- 
trisch und die Elektricität in ihm im Gleichgewichte ; die Verthei- 
lung der Elektricität im Innern des Körpers anzugeben. 

Gleidmamige Elektricitäten stossen sich ab mit Kräften, 
welche dem Quadrate der Entfernungen der elektrischen Punkte 
umgekehrt proportional sind, welche also dem Potentialgesetze 
folgen. 

Soll die Elektricität in einena guten Leiter der Elektricität im 

Holte mann, theoret. Mechanik. l7 
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Gleichgewichte sein, so mass für die Elektricität in jedem Punkte 
im Innern die Kraft, welche von aller andern Elektricität auf jene 
ausgeht, gleich Null sein; für die Elektricität in der Oberfläche ge- 
nügt es dagegen schon , wenn diese Kraft nur normal auf die Ober- 
fläche und nach aussen gerichtet ist. 

Sind X, y, z die Coordinaten eines Punktes im Innern des 
Leiters, ist V die Potentialfunction aller Elektricität in dem Leiter 
für diesen Punkt, so sind 

dV dV ^ dV 

dx' dy' dz 

die Kräfte, welche die Elektricitätsmenge 1 im Punkte x, y, z nach 
diesen drei Richtungen forttreiben, und -welche also fürs Gleich- 
gewicht alle drei gleich Null sein müssen. Es ist daher V con- 
stant nach x, y, z für alle Punkte im Innern des Körpers; daher 

ist auch 

d^V d^V d'V ^ 

für alle diese Punkte; daraus folgt, dass die Dichte der Elektricität 
an diesen Punkten selbst Null sein muss , oder dass die vorhandene 
freie Elektricität nur über die Oberfläche verbreitet sein kann. 

Ist nun V die Potentialfunction aller Elektricität in einem 
Punkte P.der Oberfläche und dn eine unendlich kleine Linie in die- 
ser Oberfläche vom Punkte P weg , so ist 

dV 
dn 

gleich Null und daher die Potentialfunction für zwei benachbarte 
Punkte der Oberfläche und damit für alle Punkte der Oberfläche 
constant. Diese Oberfläche ist also hier eine Niveau fläche 
(Nro.230). 

241. Um die Potentialfunction eines Agens zu untersuchen, 
das über eine Fläche verbreitet ist, betrachten wir zuerst eine 
Ebene , welche gleichförmig mit diesem Agens bedeckt ist. Es sei 
k die Menge des Agens , welches über die Flächeneinheit verbreitet 
ist; der Punkt P, für welchen die Potentialfunction betrachtet wird, 
liege in der Entfernung z von der Ebene. 
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Vom Fusspunkte von P in der Ebene seien q und 6 Polarcoor- 
dinaten eines Punktes der Ebene ; damit wird die Potentialfun ctiou 



"="fA 



v = a//Ä 



Q 

was durch Integration nach g gibt 

Y = ekfVg,^-hz^~de-ekfVQ,'-h'? dB, 

wo Q^ und Qq die zu einem bestimmten Werthe von 6 gehörigen 
Grenzwerthe von q sind. Dabei ist angenommen, die Linie ^ 
schneide die Grenzlinie der Ebene nur zweimal; geschieht dies« 
mehrmal, so hat man eine Reihe solcher Glieder, wie oben ein Paar 
steht' Liegt der Fusspunkt von P innerhalb der mit. Agens be- 
decktea Ebene, so ist Qq gleich NulU und das letzte Integral wird 
dann 

— 2ek7rz. 

Die Kraft, mit welcher die Menge eins des Agens im Punkte 
P von der Ebene weggetrieben wird, ist 

dv ' r dB , r de 



dz ^Vß. 2 + z' J\ 



V(^,^ + z^ y^^^»^-z^ 

Diese Kraft wird für ein positives ^ immer in der Richtung 
von z liegen, weil für irgend ein ö immer q^ < q^ ist, und also das 
zweite Glied grösser als das erste. Für ein unendlich kleines z 
wird diese Kraft, wenn z gegen q^ verschwindet, selbst unendlich 
klein , und für einen Punkt P in der Ebene selbst gleich Null. 

Liegt aber der Fusspunkt von P in der mit Agens erfüllten 
Ebene selbst, so wird für ein unendlich kleines, z das erste der bei- 
den Glieder rechts noclr immer verschwinden, das zweite aber 
nicht, und damit 

\ — = 2 e k TT , 

dz 

also endlich. Diese Kraft ist nach der Seite hingerichtet, nach 
welcher man aus der Ebene heraustritt, und hat daher auf beiden 
Seiten der Ebene entgegengesetzte Richtungen. Geht man daher 
nach einer Richtung z durch die Ebene, so ist auf der Seite, auf 
welcher man in die Ebene eintritt, die Kraft negativ, auf der an- 

17* 
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dern Seite positiv gleich 2 6k7r, und also die Diflferenz beider Kräfte 
4ek7r , was man so bezeichnen kann 

■ (-©..-(-17).. = ^-^'- («) 

dV 
Der Werth von -r— ändert sich sprungweise, wenn man durch 

den mit Agens erfüllten Theil der Ebene durchgeht; er ist auf der 
negativen Seite der z gleich -+-2ek7r, auf der positiven dagegen 
— 2fik;r. In der Ebene hat man beid.e Werthe, die Kraft aber, 
welche dort auf das Agens wirkt, liegt jedenfalls in der Ebene, und 
ihre Componente normal zur Ebene ist daher Null. 

142. Für die allgemeinere Untersuchung sei 0, der Ursprung 
der Coordinaten, in dem mit Agens bedeckten Theile der Fläche 
genommen, die Axe der z normal in diesem Punkte zur Fläche; 
die Frage ist, wie verhält sich die Kraft, welche von dem Agens 
in der Fläche auf di^ in der z Axe gelegenen Punkte ausgeht, wenn 
man durch die Fläche selbst von einer Seite nach der andern hin 
fortschreitet. 

Die Kraft in einem Punkte P der z Axe, sehr nahe bei 0, zer- 
legt nach der Richtung z oder 

dV 
dz 
lässt sich jedenfalls in eine Summe zerlegen, wovon der erste Theil 
die Kraft ist, welche von den zunächst bei liegenden Theilen der 
Fläche ausgeht, der andere aber von den Theilen, welche ausser- 
halb des im ersten Theile betrachteten Stückes der Fläche liegt. 
Nimmt man dieses Stück der Fläche beliebig klein , nur so , dass 
alle Entfernungen von P bis zu den Punkten des übrigen Theils der 
Fläche endlich sind, so wird der Theil der Potentialfunction, wel- 
cher sich auf diesen zweiten Theil der Fläche bezieht , und ebenso 
die Ableitung derselben nach z sich stetig mit z ändern. Man 

dV 
hat daher nur den Werth von -z — hier zu betrachten, welcher dem 

dz 

zunächst bei liegenden, beliebig kleinen Stücke der gegebenen 
Fläche angehört. 

Ist x', y', z' ein Punkt dieses Theils der Fläche, k die Dichte 
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des Agens an dieser Stelle und tp der Winkel , welchen die Nor- 
male an dieser Stelle zur Fläche mit der z Axe bildete, so ist 

kdxMy^ 
costp 
die Menge des Agens in dem Elemente der Fläche, dessen Projec- 
tion auf die x,y Ebene dx'dy' ist. Nennt man r die Entfernung 
dieses Elementes von dem Punkte z , wo also 

r^=Ix'V4-y''V(z-z')' 
ist, so ist die Potential Function des Agens und ihre Ableitung 
nach z 

v= rni^nir „„, dv ^ _ /•/ •^K'-'O ^^'d?'. 

JJ^ rcosi/; dz JJ r'cosi/; 

wobei die Integrale über das zu betrachtende kleine Stück der gege- 
benen Fläche auszudehnen sind. 

Setzt man nun in diesem Stücke' 

r=ko -f-ax'-^by' + .... 

wo \ die Dichte des Agens im Punkte ist, so wird 

11 . rr^-^'....^. ..rr^'i^-^ 



•etc. 



Das zweite und alle folgenden Integrale ändern sich nach dem 
Gesetze der Stetigkeit, wenn z sich um dz ändert, wenn auch z=0, 
was man leicht sieht, wenn man t' = ^ cos B setzt, und das Element 
dx'dy' mit q^B^q vertauscht und bedenkt, dass z' gegen ^ ein 
Kleines zweiter Ordnung zunächst bei dem Berührungspunkte ist. 
Anders aber verhält sich das erste Glied. Aus ' 
z — z' 

r z — z^ q"^ dz' 

d(> "" r' ^ r^ ' d7 

erhält man 

^dö + «ko/ /-^ j^d(>dö. 
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Das doppelte Zeichen im ersten Gliede hier bezieht sich 
darauf, dass man das obere Zeichen zu nehmen hat^ wenn z posi- 
tiv, das untere, vennz negativ ist; z\ und r^ sind die Werthe, 
welche dem z' und r für ein bestimmtes d zukommen an der Begren- 
zung des kleinen Stückes der mit Agens erfüllten Fläche, welches 
hier betrachtet wird. Bedenkt man , dass die -den nächst bei lie- 
genden Punkten der Fläche angehörigen Werthe von z* nahe pro- 
portional mit ^^ sind, während für ein unendlich kleines z der Werth 
von r nahe proportional mit q ist, so sieht man, dass diese Punkte 
nur einen unendlich kleinen Beitrag sowohl zu dem Werthe des 
zweiten als des dritten Gliedes geben , dass also diese Werthe in 
ihren endlichen Theilen nur von den Theilen abhängen können, 
welche in endlicher Entfernung von wegliegen, woraus folgt, 
dass eine Aenderung von zum dz in ihnen nur eine unendlich kleine 

dV 
Aenderung geben kann. Daraus ergibt sich, dass — — beim Durch- 
gange durch den Punkt seinen Werth sprungweise um 

-— 4eko7r 
ändert, wenn man von der negativen Seite der z auf die positive 
übergeht, wie wir diess für die Ebene bereits fanden. . 

dV 

In dem Beispiele in Nro. 240 war -r— im Innern der geschlos- 
senen Fläche gleich Null ; auf der Aüssenseite muss es daher den 
Werth — 4«ko7r haben, oder eine Menge 1 der gleichnamigen 
Elektricität wird in unmittelbarer Nähe der Oberfläche mit der 
Kraft ^B\^n abgestossen, d. h. mit einer Kraft, welche der Dichte 
der in der Oberfläche vertheilten Elektricität an der berührten 
Stelle proportional ist. 

Das Potential. 

243. Sind die Mengen q', q", q'"... desselben Agens in den 
Punkten P', P", P'" . . . vereinigt, und die Mengen qi , qa » ^3 » • • 
in den Punkten Pj , Pj , Pg . . . , so ist die Potentialfunction der 
Agentien q', q", q'"... in dem Punkte P^ 

r' 
wenn r' die Entfernung P' P, bedeutet. 
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Die Kraft , welche auf die Menge q^ des Agens im Punkte P^ 
von den Agentien q', q", q'" nach irgend einer Richtung ti n ausge- 
übt wird , ist ^ ■ 

"dV r' r' 

— q'— -=— ßq = — fi — 

^ . dn ^ . dn dn 

Berechnet man ebenso die Kräfte , welche auf qj , qj • • • in der 
Richtung dn. ausgeübt wird, so erhält man ihre Summe gleich 



WO die Doppelsumme auf alle Combinationen der Agentien 
q', q", q'" . . . und der Agentien qi , q2 » qa • • • auszudehnen ist, und 
das jedesmalige r die Entfernung der combinirten Agentien be- 
deutet. 

Diese Doppelsumrae mitemultipiicirt, welche der Kürze wegen 
durch ein Summenzeichen vorgestellt sein soll, h^eisst das Poten- 
tial des Systems der q', q", q'" . . . auf das System q^ , q, , q, ... 
oder w^enn wir dieses Potential mit W bezeichnen 

W' = 6^3^. (47) 

Man sieht, dass man denselben Ausdruck für das Potential der 
Agentien qi , qj , qs .. . auf q', q", q'". . . erhält 

Führt man die Potentialfunction ein, so kann man auch 
schreiben 

W'==5q,yS 

qder wenn man _ ^ ^i 

bezeichnet -^ W' = .2q'Vi, 

woraus ^ q^ V = ^ q' V^ (48) 

folgt. 

Sind Räume stetig mit Agentien erfüllt, so zerlegt man diese 
in Raumelemente, und wenn man die Menge des Agens in dem 
Elemente des einen Raumes mit d q', die Menge in einem Elemente 
des andern Raumes mit dq^ bezeichnet und mit r die Entfernung 
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dieser beiden Raumelemente, go ist das Potential des Agens in, 
einem Räume auf das des andern 

W' = sff^^. =fv'dq,=fY,dq'. '(49) 

244. Betrachtet man die Wirkung der Agentien desselben 
Systems auf sich selbst, so wird man ebenso zu dem Poteötiale deö^ 
Systems auf sich selbst geführt, welches ist 

W = €2^, ^ ' (50) 

woqundq' die Mengen der Agentien in zwei Punkten eines Systems 
sind, welche Punkte in der Entferöung r von einander liegen, und 
wo die Summe alle Combinationen der in diesem Systopie vorkom- 
menden Agentien zu zwei umfasst. 

Erfüllen die Agentien einen Raum stetig, so hat man 

WO die Integration zweimal über denselben Raum auszuführen ist ; da 
man aber hierbei neben der Verbindung dqdq' auch dq'dq erhält, 
so hat man das Resultat zu halbiren. 

Ist V die Potentialfunctiph dieses .Agens in einem seiner 
Punkte , so ist ^ " 

= y/vdq. (52) 



W 



W: 



Bei den Combinationen der Elemente, welche bei der Integra- 
tion sich ergeben , kommt auch die eines Elementes mit sich selbst 
vor, wobei r gleich Null wird. Wir wissen aber, dass in diesem 
Falle die Potentialfunction sich in die Form (Nro. 234 mit x = 0) 



V=:: yyXklsinedldOdy 



bringen lässt, in welcher 1 die Entfernung des Raumelementes von 
dem Punkte ist , fiir welchen die Potentialfunctiori gilt. Beschreibt 
man um diesen Punkt eine Kugel mit unendlich kleinem Radius , so 
wird das Agens, was innerhalb dieser Kugel liegt, zu dem Werthe 
von V nur unendlich wenig beitragen , und also auch der Theil von 
W , welcher die zunächst liegenden öder sich deckenden Elemente 
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eothält Dar anendlich wenig zu W beitragen , so dass es gleichgiltig 
ist, ob man die Combination dqdq bei der Berechnung des Poten- 
tials berücksichtigt oder nicht. 

245. Aufgabe. Auf einer Kugelfiäche vom Halbmesser R 
ist ein Agens, z. B. positive Elektricität mit gleichförmiger Dichte 
verbreitet; im Innern und ausserhalb dieser Kugelfiächen ist von 
demselben Agens irgend wie vertheilt. Das Potential dieses Agens 
auf das in der Kugelaberfläche vertheilte zu bestimmen. 

Ist k die konstante Dichte des Agens in der Eugeloberfläche, 
so ist die daraus entspringende Potentialfunctton Y im Innern der 
Kugel constant, 

V = 4fik7rR, 

wie man aus Nro. 183 entnehmen kann. 

Ebenso findet man für jeden Punkt ausserhalb der Kugel, 
welcher in der Entfernung r vom Mittelpunkte der Kugel liegt 

4«k7rR' 



V. 



'^ r 



oder ebenso gross, wie die Potentialtunction einer Menge Agens 
4k7rR^^ welche von dem Mittelpunkte der Kugel um r entfernt ist, 
in diesem Mittelpunkte. 

Damit wird das Potential einer im Innern der Kugel vorhande- 
nen Menge Agens, welche q heissen soll, auf das über die Kugel- 
oberfläche verbreitete Agens 



/*Vdq=:4«k7rRq. 



Für das ausserhalb der Kugel verbreitete Agens q^ ist dagegen 
das Potential auf das Agens in der Kugelfläche 

yVodq, =4€k7rR'/'^ = 4k7rR^V,, 

wenn man mit V^ die Poteutialfunction des Agens q^ im Mittel- 
punkte der Kugel bezeichnet. 

Damit ist endlich das Potential des sowohl ausserhalb als in- 
nerhalb der Kugel angehäuften Agens auf daß gleichförmig auf der 
Kugeloberfläche verbreitete Agens 

4k7r[«Rq+R'Vj. 
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Bezeichnet man jetzt mit V die Potentialfunction der Massen 
q und q^ in einem Elemente ds der Kageloberfläche, so ist 



yVds = 47r[«Rq-f-R^Vi], 



wo das Integral links über die ganze Kugeloberfläche auszu- 
dehnen ist. 

24ft. Aus dem Resultate der vorhergehenden Nummer ergeben 
sich noch einige einfache Folgerungen für die Potentialfunction. Ist 
die Potentialfunction eines irgend wie vertheilten Agens ausserhalb 
eines zusammenhängenden Raumes constant in einem Theile A die- 
ses Raumes = a , so kann sie in einem andern Theile B dieses zu- 
sammenhängenden Raumes nicht von a verschieden sein 

Construirt man eine Kugel, deren Mittelpunkt in A liegt, und 
welche in den Raum B hinübergreift, übrigens aber ganz in dem 
von Agentien leeren Raum liegt, was immer möglich ist, wenn A 
und B unmittelbar an einander grenzen; ist R der Halbmesser 
dieser Kugel, so ist nach der vorhergehenden .Aufgabe für diese 
Kugel , 

/Vds=:47rR'V, ~47rR^a. 

Aber 

/( V — a) d s = yV ds-a/d8 = 47rR'a^a.47rR^=:0. 

Nun soll aber in dem Theile A des betrachteten Raumes V = a 
sein ; für diesen Theil der Kugeloberfläche ist daher V — a = 0; 
für den andern ist dagegen V verschieden von a und zwar kann 
man die Kugel immer so legen, dass in dem ganzen Theile dersel- 
ben, welcher nach B fällt V entweder immer grösser als a ist oder 
immer kleiner. In beiden Fällen ist obiger Gleichung nicht ent- 
sprochen. Es kaün also die Potentialfunction in dem gsnizen zu- 
sammenhängenden Räume nur einen constanten Werth haben, wenn 
sie für einen Theil dieses Raumes constant ist. 

Sind also die Agentien in einem Räume verbreitet, der scha- 
lenförmig «inen von Agentien freien Raum umgibt, so ist, wenn die 
Potentialfunction in einem Theile dieses Raumes constant ist, diess 
für den ganzen eingeschlossenen Raum der Fall. 
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Ist dagegen das Agens in einen endlichen Raum einge- 
schlossen , so kann seine Hotentialfunction in dem äusseren Räume 
nur entweder Null sein überall , oder veränderlich. Ist sie in einem 
Theile des unendlichen äusseren Raumes constant, so muss sie 
diess im ganzen äusseren Räume sein; in den unendlich entfernten 
Theilen kann sie aber nur unendlich klein sein. 



Die Bewegung eines Massensjstems. 

247. Für die Bewegung des Massenmittelpunktes des Systems 
bewegter Massen gilt das in Nro. 195 über die Bewegung des 
Schwerpunktes eines starren Körpers Gesagte unverändert. Die 
Beschleunigung des Massenmittelpunktes nach irgend einer Rich- 
tung ist dieselbe wie bei einem materiellen Punkte , dessen Masse 
gleich der Summe der Massen des ganzen Systems ist, und auf 
welchen alle äusseren Kräfte, welche auf das Massensystem wirken, 
parallel zu ihren Richtungen übertragen sind. Die inneren Kräfte 
des Systems , d. h. die von den einzelnen Massen auf einander aus- 
geübten Kräfte heben sich dabei, als paarweise entgegengesetzt 
vorhanden, gegenseitig auf. Sind einzelne Massen gegen feste 
Flächen gedrückt , welche dem Massensysteme nicht angehören , so 
müssen die Gegendrücte dieser Flächen den äusseren Kräften bei- 
gezählt werden. 

Platzt z. B. eine Bombe in der Luft, so wird, abgesehen vom 
Luftwiderstande der Massenmittelpunkt der einzelnen Bombenstücke 
seine Bewegung in der Parabel fortsetzen , in welcher sich bisher 
der Schwerpunkt der Bombe bewegte, bis eines der Bombenstücke 
etwa am Boden aufschlägt. Hier tritt eine neue äussere Kraft, der 
Druck des Bodens auf, welcher die Bewegung des Massenmittel- 
punktes der Bombenstücke abändert. 

Wirken nur die gegeÄseitigen Kräfte , welche die Massen des 
Systems selbst aufeinander ausüben , so ist die Bewegung des Mit- 
telpunktes des Massensystems, seines Schwerpunktes, eine gleich- 
förmige und geradlinige, oder derselbe ist iq Ruhe: 

248. Die Gleichungen (b) in Nro. 195 werden hier 
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dt» 



5m-^ = 5P, 



d'y _ 
'dt' 



Sm-^ = SP, 



WO sich die Sammeii links auf alle Massen des Systems beziehen, 
die Summen rechts aber anf alle von ausserhalb des Systems her- 
kommenden Kräfte. Integrirt man diese Gleichungen nacht, so 
erhält man 





Hier sind -r- , -^ , -3— die Seitengeschwindigkeiten der Masse ra 
dt Qt Qt 

zur Zeit, t, diese Zeichen mit dem Indexe aber die Seitengeschwin- 
digkeiten zur Zeit 0. Diese Gleichungen sagen : 

Die Zunahme der Grösse der Bewegung des Massensystems 
nach einer Richtung ist gleich der Summe der Antriebe der äusse- 
ren Kräfte, projicirt auf jene Richtung, während der betrachteten 
Zeit. 

Wird ein Projectil aus einem Geschütze abgeschossen, so bil- 
den das Projectil , die Pulvermasse und das Geschütz ein Massen- 
system , dessen Grösse der Bewegung vor dem Schusse Null ist 
Durch die Entzündung und Verbrennung des Pulvers entstehen 
innere Kräfte, welche der Masse der Kugel, den aus dem Pulver 
entstandenen Gasen und der Masse des Geschützes Geschwindig- 
keiten mittheilen. Nennt man diese Massen m, m^, M, und sind 
V, Vi und V die Geschwindigkeiten, welche diese Massen durch 
den Schuss in der Richtung der Axe des Geschützes erlangen, 
wobei für das Pulvergas eine mittlere Geschwindigkeit v^ zu 



, Die Bewegung eines Massensystems. 269 

nehmen ist, so ist, weil hier kein Antrieb einer äusseren BLraft vor- 
handen ist 

m V -I- m^ Vj -f- M V = , 

oder also v -» m v 4- m^ v^ 

das Geschütz wird mit dieser Geschwindigkeit, weiche, wie das 
Zeichen — zeigt, der Geschwindigkeit v entgegengesetzt ist, seinen 
Rücklauf beginnen. 

249. Auch die Ableitungen in Nro. 197 und Nro. 198 gelten 
unverändert für ein Massensystem, nur muss das d'Aiembert- 
sehe Princip hier so ausgesprochen werden : die verlornen Kräfte 
entsprechen bei einem Massensysteme den Bedingungen des Gleich- 
gewichtes, weiche für ein festes System von Massen gelten. 

Die Gleichung (d) in Nro. 197 wird hier 



dl 



Sm-^ — =- = M 
dt 

und wird ausgesprochen, die Flächenbeschleunigung eines Massen- 
systems für eine feste Axe ist gleich der Summe der statischen 
Momente der äusseren Kräfte für diese Axe. 

Sind keine äusseren Kräfte vorhanden , so ist M^ gleich Null, 
und dann ist 

5mr*-^= Const, 
dt 

oder die Flächengesehwindigkeit des Massensystems um eine Axe 
constant. Wie in Nro. 203 lässt sich damit eine Axe der grössten 
Flächengeschwindigkeit bestimmen, welche,' wenn die Flächenge- 
schwindigkeiten für die Axen x , y , z constant sind , eine constante 
Richtung hat. £s gibt also eine Ebene v<m unveränderlicher Lage, 
auf welche die Fläch,engeschwindigkeit des Massensystems projicirt 
ein Maximum ist. 

Der Satz von der Arbeit, oder das Princip der lebendigen Kräfte. 

250. Hier fallen die Arbeiten der inneren Kräfte des Sy- 
stems nicht wie bei dem starren Körper (Nro. 202) weg, weil sich 
die einzelnen Malssen von einander entfernen können, oder sich 
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252. Aach wenn die Kräfte von eine^l beweglichen Systeme 
von Massen m^ , m, , m, ... oder von Agentien q^ , q, , qa «•• aaf 
ein andefts bewegliches System von Massen m', m", m'"... oder 
Agentien q', q", q'" . . . , welche mit diesen Massen verbunden sind, 
ausgehen , lässt sich noch die Zunahme der lebendigen Kräfte bei- 
der Systeme durch die Anfkogs- und Endlage der beiden Systeme 
allein ausdrücken. 

Sind m' und m^ zwei Massen, deren Entfernung von eii^ander 
r, und sind «q'qi f, die Kräfte, mit welchen diese Massen gegen- 
seitig abgestossen werden, sind x', y', z' und x^ , y^ , z^ die Coor- 
dinaten dieser Massen zur Zeit t, sinddx', dy', dz' die Projec- 
tionea des Weges der Masse mi' in der Zeit dt, und ebenso 
dxj , dy^ , dz^ , für die Masse m^ , so ist die Summe der Arbeiten 
der Kräfte bei diesen Bewegungen 

.«q'qi f. [^^dx. + ^^dy, + ii^ dz, - 

dy'-^tZI^dz']- 



1 



^♦-^%x^- y>-y^ 



r r 

Aus r» = (x, - x'y+'iji - y'Y + (z; — z')' 

ergibt sich aber die Aenderung von r für die stattfindenden Aende- 
rungen der Coordinaten 

dr=A^'dx,+I^dy,+3^dz. 
r r * r 

-^^i-^^dx' + ^^-^^dy'--^^— ^dz', 
r . r ^ r 

woraus die Arbeit, die oben berechnet ist 

eq^q'fdr 

wird. Sind v^' und ,v' die Geschwindigkeiten der Massen m^ und 
m', und dv^ und dv' die auf den betrachteten Wegen erlangten 
Zunahmen dieser Geschwindigkeiten, so ist 

m^ V4 dvj + m' v' d v' = e q q' f d r . 

Bildet man diese Gleichung für alle Combinationen der Massen des 
einen Systems mit denen des andern, undaddirt; integrirt man dann 
die so erhaltene Gleichung, so erhält man 



Die Bewegung einet Massentystemi. 273 

1 1 /• 

~Jmv'~— 2mVo» = j€qq'yf dr, 

wobei die Summen links alle Massen der beiden Systeme umfassen, 
die rechts aber alle Combinationeu der Massen des einen Systems 
mit den Massen des andern r 

Sind die Kräfte den Quadraten der Entfernungen umgekehrt 
proportional, so hat man rechts wieder die Differenz der Potentiale 
der beiden beweglichen Systeme auf einander im Anfiangszustande 
und im Endzustande. 

253. Wirken die Agentien eines beweglichen Systems von 
Massen selbst auf einander, so wird die Gleichung der letzten 
Nummer noch bestehen, die Summe rechts^ wird sich hier nur auf 
alle Combinationeu der Agentien dieses Systems zu erstrecken 
haben; für den Fall der Kräfte, welche nach dem umgekehrten 
Verhältnisse der Quadrate der Entfernungen wirken, wird man 
rechts die Differenz des Potentials des Systems auf sich selbst im 
End- and Anfangszüstande erhalten. 

Sind endlich einige der Agentien fest , andere beweglich , so 
wird man die Zunahme der lebendigen Kraft erhalten , indem man 
die beiden Sätze der zwei vorhergehenden Sätze zusammennimmt, 
wobei es gleichgiltig ist, ob man auch das Potential des festen Sy- 
stems auf sich selbst hinzufügt, da dieses unverändert bleibt, und 
also aus der Differenz der Potentiale im Anfangs- und Endzustande 
wieder wegfällt. 

Die Kräfte , welche die einzelnen Massen des Planetensystems 
auf einander ausüben , folgen dem Potentialgesetze. Hier ist also 
die Zunahme der lebendigen Kraft sämmtlicher Massen des Sy- 
stems von irgend einem Zeitpunkte an gleich der Abnahme des 
Potentials des Systems auf sich selbst. Erhält das Potential zu 
irgend einer Zeit wieder denselben Werth , den es anfänglich hatte, 
so ist auch die lebendige Kraft im Planetensysteme wieder die- 
selbe, womit aber nicht gesagt ist, dass nun auch jeder einzelne 
Planet wieder dieselbe Geschwindigkeit habe. 

UoUittftnn» «hooT«t. Meehaaik. 18 
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Aufgaben über die Bewegung von Massen- 
sjstemen. 

254. An einer festen Rolle hängen durch äine biegsame 
Schnur verbunden zwei schwere Massen m und m^ vertical herab ; 
die Bewegung dieser Massen und ihren Druck auf die Axe der Rolle 
zu bestimmen. 

Sieht man von der Masse der Schnur ab , ist x die Tiefe des 
Schwerpunktes der Masse m unter einer Horizontalebene durch die 
Axe der Rolle und x^ die Tiefe des Schwerpunktes der Masse m^ 
unter dieser Ebene , so ist die Tiefe des Mittelpunktes der Massen 
des Systems unter dieser Ebene , wenn man vorerst auch die Rolle 
als masselos denkt 

m X -f- m^ x^ 

m + mi 
Der Satz über, die Bewegung des Massenmittelpunktes (Nro. 247) 
gibt nun 

d'x , d'Xi / . N XT 
™ d?" "^It*""^^"^*^™^^^"" ' 

wo N der Druck auf die Axe der Rolle ist, welcher vertical auf- 
wärts geht, wenn von der Reibung in den Zapfenlagern abge- 
sehen wird; da aberx + x^, weil die Massen durch eine Schnur 
von constanter Länge verbunden sind , eine constante Grösse ist, 
60 ist 

d»x_ d^x, 

dt^"" dt' • 

womit obige Gleichung wird 

d'x 
(m— mi)^ = (m4-mJg-^N. (a) 

Der Satz über die Arbeit gibt, wenn man annimmt, die Massen 
gehen von der Ruhe aus 

y(m-hmj(^-^J =mg(^~Xo)-+-m4g[x4-(xi)o], 

wobei N nicht vorkommt, weil der Angriffspunkt von N nicht fort- 
schreitet Weil aber 
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ist , so wird die Gleichung 

2"(m + mi)(^) =(m-mJg(x-Xo). (b) 

Das Quadrat der erlangten Geschwindigkeit der Massen ist also 
dem Wege, welchen beide Massen durchlaufen haben, proportional ; 
die Bewegung ist eine gleichförmig beschleunigte; die Beschleu- 
nigung ist 

d^x_ m — m^ 

dt«""m4.ra,^' ^"^^ 

wie mau durch Differenzirung der Gleichung (b) findet. Damit 
wird mit (a) 

N=:(m-Hmi)g— ^^ ; — '<- g = i-g. (d) 

"^ ^^^ m + m^ *^ m + m^ ^^ 

Ist S die Spannung der Schnur,, so ist 2 S = N oder die Span- 
nung der Schnur die Hälfte von If. 

Denkt man sich die Schnur durchschnitten , und an den^ Enden 
die Spannungen S als Kräfte angebracht, so erhält man auf elemen- 
tarerem Wege dieselben Resultate. 

Ist das Trägheitsmoment der Bolle, wenn man deren Trägheit 

auch berücksichtigen willy-^mjr' und r ihr Halbmesser, die er- 
langte Winkelgeschwindigkeit co , so wird die Gleichung (b) 

Y (nH- mj (^^) + '-m, r»ai»= (m -mjg(x - x,). 

Wenn die Schnar nicht Über die Rolle gleitet , sondern diese 

mitnimmt, so ist 

dx 



'" = dT' 



woraus 



^(^m-4-m, -f--m,)(^^) = (m - m,)g(x-Xo), 



2 

und die Beschleunigung 

d*x m — m 



dt' m-hm^ •+•^^1 
Die Gieic)iang (a) bleibt unverändert. 



18« 
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255. Zwei homogene Kugeln bewegen sich in der geraden 
Linie, welche ihre Mittelpunkte verbindet, ohne sich zu drehen. 
Sie treffen auf einander. Ihre Bewegung nach dem Stosse zu be- 
stimmen. 

Es seien m und m' die Massen dieser beiden Körper, v und v' 
ihre Geschwindigkeiten in dem Augenblicke, in welchehi sie anfan- 
gen,, sich zu berühren. Dabei sei v positiv und v' positiv und klei- 
ner als V, oder negativ. Im ersten Falle gehen beide Körper vor 
dem Stosse nach derselben Richtung und m hat m' eingeholt, im 
zweiten Falle bewegen sich beide Körper einander entgegen. Ver- 
möge der verschiedenen Geschwindigkeit drücken beide Körper auf 
einander; dieser Druck sei zur Zeit t während des Stosses N, nach 
der Seite der positiven v auf ra' und dem entgegen auf m. 

Bei der als unmessbar klein vorausgesetzten Dauer des Stosses 
kann man die Wirkung der äusseren Kräfte während dieser Zeit 
ausser Acht lassen. Dann ist ^ie Bewegung des Schwerpunktes 
beider Massen während dieser Zeit ebenfalls als unmessbar klein 
zu betrachten. Die Zunahme der Grösse der Bewegung während 
des Stosses ist (Nro. 248) , wenn man mit u und u' die Geschwin- 
digkeiten der Schwerpunkte beider Kugein am Ende der betrachte- 
ten Zeit bezeichnet 

m (u — v) + m' (u' — vO = . 

Der Druck zwischen beiden Körpern wird jedenfalls so lauge 
dauern y bis beide dieselbe Geschwindigkeit haben, bis also u' = u 
I wird. Diese beiden gemeinschaftliche Geschwindigkeit findet man 

m V + m' v' . . 

u = -— • (a) 

m + m' ^ ^ 

Sind die Körper weich, so werden sie in der jetzt erlangten zusam- 
mengedrückten Form bleiben, und beide mit dieser Geschwindigkeit 
u fortgehen. 

Sind die Körper dagegen elastisch, so sind sie zwar bis jetzt 
zusammengedrückt worden; nun aber, wo der Druck von aussen 
auf jeden derselben aufgehört hat, fangen sie an sich wieder aus- 
zudehnen, wodurch abermals ein Druck N zwischen beiden Körpern 
entsteht, welcher wieder auf m' positiv und auf m negativ ist. Bei 
vollkommen elastischen Körpern findet- eine vollkommene Wieder- 



\ 
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herstelluog der Form statt; es wird also N dieselben Werthe rück- 
wärts wieder darchlaafeD , welche es bei der ZnsammendrückiiDg 
hatte , und es wird also auch sein Ad trieb wieder derselbe sein, wie 
beim Zasammendrücken , oder die ZoDahme der Grösse der Bewe- 
gung mnss bei der Ansdehnnog wieder dieselbe sein , wie bei der 
ZasammendrückoDg. Wird daher die Geschwindigkeit der Masse 
m' nach dem Stosse \\ , so hat man 

v'i — u = u — v' oder v'^ = 2 u — v' 
nnd für die Masse m die erlangte Geschwindigkeit v^ (b) 

a — Vt = V — u oder v^ = 2 n — v . 
Im ersten Falle, dem der weichen Körper, findet eine Ab- 
nahme der lebendigen Kraft statt. Diese ist vor dem Stosse 







-inv'+-m'v-. 


nach dem Stosse 






Ihre Differenz ist 






1 

2 


m(v^ 


-u») + |-m'(v'*-n»). 


Zieht man von dieser Grösse 


41 


(mv 


— m n + m' v' — m' u) = 


ab , so erhält mar 


i für jene Differenz 



welche positiv ist. Die le^bendige Kraft des Systems hat darch den 
Stoss abgenommen, und zwar um die lebendige Kraft, welche den 
Massen m und m' mit den verlornen oder gewonnenen Geschwindig- 
keiten V — u und n — v' zukommt Es ist diess ein specieller Fall 
des sogenannten Carnot'schen Satzes. Die lebendige Kraft, 
welche hier verloren geht , ist zur Umformung der Körper und 
möglicher Weise zu einer entstandenen Molecularbewegung ver- 
wendet. 

Bei elastischen Körpern erhält man durch Subtraction der bei- 
den Gleichungen (b) 

v'^ — V4 = V — v', ' (c) 
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Die relative Geschwindigkeit beider Körper behält also hier die^ 
selbe Grösse, ändert aber ihr Zeichen. 

Die lebendige Kraft des Systems vor und nach dem Stosse ist 
hier dieselbe ; ihre Differenz ist 

1111 

-mv'+-m'v''--mv,'--m'v,''= . 

= 4- [m v' -f- m' V'»- m(2u - v)» - m'(2ü - v'*)] = 

== 2 n [— m u + m V — - m' u + m' v'] , 
was nach Gleichung (a) gleich Null wird. 

256. Ist die Masse m' der vorhergehenden Nummer als un- 
endlich gross gegen m zu betrachten und ist v' = 0, so hat man 

u = 
und für den Fall elastischer Körper 

v' = — v. 
Eine elastische Kugel , welche einen unbeweglichen Körper trifft 
wird mit der Geschwindigkeit, mit welcher siq ankommt, zurück- 
geworfen. 

• Sind die Massen der beiden Kugeln gleich gross , so hat man 

2 u = V -H v' und v^ = v'; v'^ = v . 

Hier findet also bei elastischen Körpern Austauschung der Ge- 
schwindigkeiten statt. 

Ist die eine Kugel vor dem Stossie in Ruhe, so geht sie nach 
dem Stosse mit der anfänglichen Geschwindigkeit der stossenden 
fort, und diese bleibt in Ruhe. Ist eine Reihe von gleichen elasti- 
schen Kugeln so aufgestellt, dass ihre Mittelpunkte in einer gera- 
'^den Linie liegen, und stosst eine gleiche Kugel diese Reihe nach 
der Richtung dieser Mittelpunktslinie an , so kommt die stossende 
Kugel zur Ruhe , jede folgende erhält der Reihe nach die Geschwin- 
digkeit der stossenden und kommt durch die nächste Kugel zur 
Ruhe, so dass endlich nur die letzte Kugel der Reihe mit der Ge- 
schwindigkeit der ersten stossenden Kugel fortgeht. Sind die Ku- 
geln der Reihe in gegenseitiger Berührung, so bleibt scheinbar jede 
Kugel, mit Ausnahme der letzten, ganz in Ruhe, was experimentell 
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zeigt , dass der Stoss ohne messbare Verrückung des gestossenen 
Körpers vollendet wird. 

257. Eine am eine horizontale Axe darch ihren Mittelpunkt 
rotirende elastische Engel trifft eine horizontale feste Ebene; wel- 
ches ist ihre Bewegjang nach dem Stosse? 

Die Geschwindigkeit des Schwerpunktes der Kugel im Augen- 
blicke, in dem sie die Ebene berührt, seiv^ und a der Winkel dieser 
Geschwindigkeit gegen die Normale zur Ebene , der Einfallswinkel. 
Ist m die Masse der Kugel , so ist die Grösse der Bewegung in der 
Richtung normal gegen die feste Ebene 

mvQCOsa 
und also, wenn N der veränderliche Druck zwischen der Ebene und 
der Kugel nach dieser Normalen bedeutet und v^ die normale Ge- 
schwindigkeit der Kugel beides zur Zeit t 

m (v^ — v^ cos «) = — /k d t. 

Die Geschwindigkeit v^ wird Null, wenn 

— m v^ cos« = -— / N d t 

geworden ist; während der Ausdehnung der elastischen Kugel wird 
derselbe Antrieb w ieder auf diese ausgeübt, so daSs endlich die Ku- 
gel die Geschwindigkeit — v^ cos« normal gegen diese Ebene öder 
die Geschwindigkeit v^co^ce von dieser weg hat. 

Ist r der Halbmesser der Kugel und (Oq die anfängliche Winkel- 
geschwindigkeit d^r Rotation , so ist die Geschwindigkeit des Be- 
rührungspunktes anfanglich 

Vjjsina — rcoo . 

Dieser Geschwindigkeit wirkt die Reibung an der Ebene ent- 
gegen; diese ist also dem Vgsina entgegengerichtet, so lange die 
Geschwindigkeit des Berührungspunktes positiv ist, wie v^ sin a oder 
gleich gerichtet, wenn die Geschwindigkeit des Berührungspunktes 
negativ wird. 

Ist die Geschwindigkeit des Berührungspunktes während der 
ganzen Dauer des Stosses positiv, so ist, wenn v die Seitenge- 
schwindigkeit des Schwerpunktes in der Richtung tangential zur 
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Ebene ist, und wenn w die Winkelgeschwindigkeit der Rotation 
ist, 

m (v — T v^ sin a) = — ju /N d t , 

~mr'(«o — «0)= + A^T /Ndt, 

woraus, weil Aux «» 

/ N d 1 5= 2 m Vo cos a 

für die ganze Dauer des Stosses ist, 

> . V = VoSina — 2^VoCOS« und 

5 u Vo cos a 
" r 

folgt. Es nimtnt also hier die tangentielle Geschwindigkeit des 
Schwerpunktes ab, aber die ßotationsgeschwindigkeit zu. Es ist 
aber vorausgesetzt, dass v^ — reo auch am Ende des Stosses noch 
positiv sei. Man sieht , dass die Geschwindigkeit des Berührungs- 
punktes kleiner geworden ist. 

Die Kugel verlässt die Ebene mit den Geschwindigkeiten 
v^=— Vgcosa und Vy = Vq sina — 2jUv^cosa; 
ist ß der Zurückwerfungswinkel, so ist * 

V 

tan/y= — ^— = tana--2u. 

— V • ^ 

X 

Der Zurückwerfungswinkel wird also nur dann gleich dem Einfall- 
winkel, wenn keine Reibung verbanden ist; ist die Reibung dem 
Vo sina entgegengerichtet, so wird der Reflexionswinkel kleiner als 
der Einfallswinkel, andernfalls wird er grösser. 

Die lebendige Kraft der Kugel vor dem Stosse ist 



lm(|r'«' + v'), 



nach dem Stosse ist diese nur dann unverändert , wenn keine Rei- 
bung vorhanden ist; die Arbeit der Reibung ist vergleichbar mit 
den hier betrachteten Aenderungen der Geschwindigkeit , weil zwar 
ihr Weg unmessbar klein, sie selbst aber ausserordentlich gross ist. 
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258. Ein biegsamer Faden ist gerade gespannt dnrch eine 
Kraft P. In ihr wird eine beliebige Strecke sehr wenig ans dieser 
geraden Linie gebracht, und den einzelnen Punkten in dieser iStrecke 
werden beliebige, aber sehr kleine Geschwindigkeiten mitgetheilt; 
nun wird der Faden sich selbst überlassen. Die Bewegung seiner 
Theile, welche aus dieser Störung des Gleichgewichtszustandes er- 
folgt, zu bestimmen. 

Wir nehmen von ein^m Punkte des Fadens an drei Coordina- 
tenaxen an, die x in der Richtung des gerade gespannten Fadens; 
y und z rechtwinklich darauf. 

Der Punkt des Fadens , welcher im Ruhezustände bei der Ab- 
scisse X liegt, habe zur Zeit t die Coordinaten 

nach x,y und z, wo J,i;,f Functionen von x und der Zeit t sein 
werden. 

Für einen zweiten Punkt, welcher in der Ruhelage unendlich 
nahe bei dem ersten liegt, sei in der Ruhelage die Abscissex + 8x, 
dann werden die Coordinaten dieses Punktes zur Zeit t sein 

x-h^-^8x-\-^dx; ri-hp8x;C-h^Sx. (a) 

dx ' dx dx ^ ^ 

Aus der Verlängerung des Stückes des Fadens , das ursprünglich 
die Länge ^x hatte, wie aus der Ablenkung desselben aus der Rich- 
tung X entspringen Aenderungen in seiner Spannung. Diese Span- 
nung sei S in dem Anfangspunkte des betrachteten Stückes, wel- 
cher N heissen mag, und welcher in der Ruhelage die Abscisse x 
hat; während N' der Endpunkt des betrachteten Stückes sein soll. 
Die Spannung liegt in der Richtung der Tangente an den Faden 
bei N. Ihre Componehten nach x, y , z sind 

S^ = S cos (S, x) ; Sy = S cos (S, y) i S^ = S cos (S, z). . 
Diese Componenten. werden Functionen von x und t sein. Bei 
K' wird man daher 'zu derselben Zeit als Componenten der Span- 
nung das haben» was obige Ausdrücke geben, wenn man in ihnen 
X 4- ^x für X setzt. Diess gibt die Componenten 
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/ c ^ d [S COS (IS, x)] ^ ^ ,^ . d [S COS (S, y)] ^ 
Scos(S,x)+ -^ — ^ ^-^ Sx; S cos (S, y) + -^= — -r^^-^-^^Sx; 

^ .^ ^ . d[Scos(S,z) |^ 

SCOS (S, Z) H r^-^^ ^-^X . 

^ ^ dx 

Denkt man sich das Stückchen N K' des Fadens aus diesem aus- 
geschnitten , so muss man an ihm die Züge der weggeschnittenen 
Fadentheile anbringen , um den Zustand in ihm, zu erhalten , wel- 
cher ihm als Theil des zusammenhängenden Fadens zukommt. 
Diese Züge sind aber die Spannungen in N und N'. Man wird da- 
her im Punkte N die obigen Componenten mit entgegengesetztem, 
im Punkte N' dagegen mit ihren Zeichen anbringen müssen. Da- 
mit ergeben sich die Componenten der das Stückchen N N' bewegen- 
den Kräfte 

d[Scos(S,x)] d[Scos(S,y)] ,^ d[Scos(S,z)] , 

— (jx, j- dx; -; öx. 

dx dx dx 

Ist m die Masse der Längeneinheit des ruhenden Fadens , so ist die 
Masse des Theilchens N N' gleich 

mdx. 
Die Coordinaten des Schwerpunktes dieses Stückchens werden nur 
Mm unendlich kleine von den Coordinaten des Anfangspunktes ver- 
schieden sein , und dasselbe wird auch von den Beschleunigungen 
des Schwerpunktes gelten. Man hat daher die Beschleunigungen 
des Schwerpunktes , da x von t unabhängig ist , 

d'f d^, d'f 

dlT' dl'"°^dT'' 
und damit ergeben sich die drei Bewegungsgleichungen 

d»g_ d[Scos(S,x)J 

dt'~ di ' 

d'y_ d.[Scos(S.y)3 

dt»~ dx • ' (*') 

d^^-_ d[Scos(S.z)] 
"dt*- d^^ 

269. Um aas diesen Gleichangen die Bewegung des Fadens 
ableiten m können , mnss die Abhängigkeit der Spannung von den 
Verschiebungen festgestellt werden. Die Physik lehrt, dass in 



Die Wellenbewegaug eioes biegiainen Fadens. 283 

einem gespannten Faden durch Veriängerung eines Stückes, das die 
Länge 1 hat, nm e eine Vermehrung der Spannung um Ec eintritt; 
dass also, wenn P diÄ^raft ist, welche den Faden ursprünglich 
spannt, und ihm die Länge 1 gibt, die Kraft P -f-E« diese Länge 
um le vermehrt, so dass die Länge desselben Fadetis bei der Span- 
nung P -H E« gleich 1 4- 1« ist. DaV oben betrachtete Stück NN/ 
des Fadens hat die Länge (a) 

V...C.i|)V,..(^)V,,.a£)-. 

während seine Länge bei der Spannung P gleich Sx war; seine 
Ausdehnung auf die Längeneinheit beträgt daher 

V(-||)'-H(|i)V(iD'-,=.. 

und die Spannung in ihm beträgt daher P + E € . 

Setzt man nun voraus, es seien die Werthe von 5, ij,f wäh- 
rend der ganzen Dauer der Bewegung sehr klein, so wird dasselbe 
von den Ableitungen dieser Grössen nach x gelten ; rechnet man 
dann mit diesen Grössen , als ob sie unendlich klein wären, das 
heisst, lääst man die höheren Potenzen derselben gegen die niedem 
weg, so erhält man eine Annäherung, die um so grösser ist, je 
kleiner die Verschiebungen ^, rj, C sind, und die für unendlich kleine 
Verschiebungen das richtige Resultat ist. 

Damit wird 

dr .. 

"°^ S=:P + E^. 

dx 
Die Cosinus der Wiükel (S,x); (S,y); (S,z) findet man 

cos (S, x) = — /> : oder annähernd wie oben 



C06(S,X) = 1, 



und ebenso 
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cos (S, y) = ^ ^, ,„ my annähernd = -^ , 

' und cos (S, z) annähernd = -:;— • 
^ ^ dx 

Damit werden nun die Gleichungen (b) der Bewegung 



d'J 
""dt^^ 


-^dx'' 






"df- 





(d) 



260. Diese Gleichungen zeigen zunächst, dass die Bewegun- 
gen nach der Länge des Fadens, nach x , unabhängig von den Be- 
wegungen rechtwinklich auf x , und dass diese nach zwei aufein- 
ander rechtwinklichen Richtungen zwar nach demselben Gesetze 
erfolgen , aber die eine auch ungestört durch die andere. Die Be- 
wegung in der Richtung von x nennt man die Longitudinal- 
bewegung des «Fadens, die beiden andern, oder die aus den beiden 
andern resultiirende die Trans-versalbewegung. Beide, die longi- 
tudinale und die transversale Bewegung erfolgen nach demselben 
Gesetze, aber die eine Constante, von welcher die erste abhängt, 
E ist eine andere als die analoge Constante P für die transversale 
Bewegung des Fadens. Die transversale Bewegung tritt far sich 
allein auf, wenn J = ist, tur jeden Werth von x; damit wird zu- 
gleich die Ausdehnung des Fadens e bei der gebrauchten Annähe- 
rung gleich Null Die longitudinale Bewegung ist mit Ausdehnun- 
gen und Verkürzungen der Fadentheile verbunden, Verdünnungen und 
Verdichtungen , die transversale Bewegung aber nicht. Die erste 
hängt desshalb von dem Coefficienten E ab , den man den Elastici- 
tätsmodul nennen kann , die zweite dagegen nur von der Spannung 
P, welche der Faden ursprünglich hat. 
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Die tranflyenale BeWj^^img. 
261. Setzt man 

m 
so ist das allgemeine Integral der zweiten der Gleichungen (c) 

WO F und f willkührliche Functionen der ihnen als Indexe beigege- 
benen Grössen bedeuten; von der Richtigkeit dieser Behauptung 
überzeugt man sich, indem man die zweiten Ableitungen von ij 
nach t und nach x berechnet, und diese in die Gleichung fb) snb- 
stituirt, welche dadurch identisch wird, was auch F und f für Func- 
tionen sind. 

Für ^ erhält man dasselbe allgemeine Integral mit demselben 
Werthe von a. 

Die wUlkührlichen Functionen müssen nun so bestimmt wer- 
den , dass sie dem Anfangszustande des Fadens entsprechen. Ist 
gegebeii für t = 

« = «p^ und irr = a -j— » 
^ ^* dt dx 

wo y^ und tp^ beliebige Functionen von x sein können , welche nur 
der Bedingung der Stetigkeit und dem entsprechen, dass beide nur 
sehr kleine Werthe haben, so wird für t=.0 

F^4-f =9) und-r^--r^ = y2', 
* » ^* dx dx dx 

oder wenn man die letzte Gleichung nach x integrirt 

WO keine Gonstante zugeRigt ist, da diese in ^^ mit enthalten sein 
kann. Daraus findet man 

1 1 

* 2 ^* 2 ^* 

Setzt man nun allgemein 7j^=ij' -^ ij^' und dabei 



286 m. Kräfte an einem Systeme von Massen. 

V=P.+M. V'=fx-... (g) 

60 ergeben sich aus den vorletzten Gleichungen i^'und^^ wenn man 
X -f- a t oder x — a t für x in den Werthen von F^ und f^ setzt. 
Zeichnet man sich die Gurven 

y = yx ^"<^ yi^V'x' 
von welchen die erste als Ordinaten die anfanglichen Verschiebun- 
gen der Theile des Fadens gibt , die zweite aber durch die Tangen- 
ten der Neigungen ihrer Berührungslinien die durch a dividirten 
anfanglichen Geschwindigkeiten, so erhält man die Werthe von ij^ 
welche zu t = gehören , , als die halbe Summe der Ordinaten bei- 
der CuÄen, während.ij" fiir t = der halben Differenz dieser Or- 
dinaten gleich ist. 

262. Betrachten wir zuerst den Theil der Verschiebung 

so sieht man, dass rf* denselben Werth an einer Stelle x' zur 
^eit t' hat, wenn 

X — at = x' — at', 
oder x' = X -I- a (t' — t) 

ist. Die Ausbeugung ri* an einer Stelle x schreitet also in der 
Zeit t' — tum 

x^-x 
a 
fort, das heisst gleichförmig mit der Geschwindigkeit a. Diese 
Geschwindigkeit ist unabhängig von x und daher für alle Punkte 
dieselbe. Es wird also derjenige Theil der Ausbeugung des Fa- 
dens, welcher durch ij" zu irgend einer Zeit gegeben ist, sich mit 
Beibehaltung der Aufeinanderfolge der Werthe der Ordinaten nach 
der Seite der positiven x mit der Geschwindigkeit a fortpflanzen. 
Ist also ;l B. für t =:: der Werth von aj".nur von x = bis x = 1 
von Null verschieden, für alle andern Werthe von x aber gleich 
Null, sp wird zur Zeit t die Ausbeugung iy" des Fadens nur von 
x = at bis x==at+l gehen; und ausserhalb dieser Strecke iri** 
überall Null sein, von x;=atbisx = at-l-l werden sich aber die 
Werthe von aj" gerade so folgen, wie sie zur Zeit von x = bis 
X = 1 aufeinander folgten. Man sagt hier , die Welle , welche zur 
Zeit t = dui;ch 
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gegeben ist, laufe mit der constanten Geschwindigkeit a nach der 
Seite der positiven z an dem Faden fort. Die Geschwindigkeit a 
der Welle ist aus (261) 






und hängt also von der Spannung des Fadens P und seiner Masse 
m in seiner Längeneinheit ab. 

Die Geschwindigkeit, mit welcher sich ein Theilchen des Fa* 
dens bewegt, ist, 30 weit sie von tj" abhängt, 

dt dCx-at)"^ dx dx ' 

oder sie ist gleich der negativen Tangente der Neigung der Beruh- 
. rungslinie an die durch rj*' gegebene krumme Linie multiplicirt 
mit a. Steigt also die krnmme Linie, deren Ordinate rj'* ist, nach 
der Seite der positiven x an , so sind die Theilchen des Fadens in 
dieser Linie in der Bewegung nach der Seite der negativen 7 be- 
griffen; fallt die Linie nach der Seite der positiven x, so bewegen 
sieh die Theilchen des Fadens in der Richtung der positiven y. 
Dort, wo die Berührungslinie der.Axe der x parallel geht, haben 
die Theilchen in diesem Momente keine Geschwindigkeit. 

263. Der andere Theil der Ausbeügung des Fadens 

gibt ganz ebenso eine Wellenbewegung nach der Seite der nega- 
tiven x; die Geschwindigkeit, mit der diese Welle sich fortpflanzt, 
ist wied^ 






m 
Die anfängliche Form ^er Welle 

bleibt unverändert, und nur in der Geschwindigkeit der Theilchen 
des Fadens besteht gegen die nach der Seite der positiven x fort« 
schreitende Welle der Unterschied , dass hier 
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dt d(x4-at) dx dx 

ist. In dem gegen die positive Seite der. x ansteigenden Theile der 
Garve ist daher hier die Greschwindigkeit der Theile des Fadens 
positiv , hier werden die ri* grösser , in dem absteigenden Theile da* 
\ gegen negativ, hier werden die ri* kleiner» wodurch eben das Fort- 

I schreiten der Ausbengung nach der Seite der negativen x sich 

1^ bedingt. 

^ 264. Ist nun eine beliebige Ausbengung in einem Theile des 

Fadens, etwa von x = bis x = 1 anfanglich hervorgebracht, wo- 
bei die einzelnen Punkte des Fadens zwischen diesen Grenzen be- 

^ liebige Geschwindigkeiten haben können , während alle ausser 

I diesen Grenzen liegenden Punkte des Fadens zur Zeit Null in der 

Gleichgewichtslage in Ruhe sind , so wird sich diese Ausbeugnnjg 

; in zwei theilen , welche durch ~ 

\ gegeben sind, und welche im Allgemeinen beide ebenfalls die Länge 

[ l haben. Von diesen wird die er^te nach der Seite der negativen 

\ X, die andere nach der Seite der positiven x, jede mit der Ge- 

r • schwindigkeit a und Beibehaltung ihrer Form fortschreiten. So 

i lange sich diese beiden Ausbeugungen theilweise noch ttfoerdecken, 

\ wird die Ausbeugung des Fadiens die Summe ij' -hij^' sein. Nach 
der Zeit 

werdetn aber beide Ausbeugungen sich getrennt haben, und nun 
werden nach beiden Seiten hin zwei im Allgemeinen verschiedene 
Wellen fortschreiten, deren Formen durch die beiden obigen 
Werthe von tj' und ij" gegeben sind, welche sie immer beibe- 
halten. Dass hier aus einer dieser beiden Wellen nicht wieder zwei 
entstehen, hat seinen Grund in dem Zusammenhange, welcher f&r 
jede von diesen zwischen ihrer Form und der Geschwindigkeit der 
Theilchen des Fadens besteht , nämlich 

d«' d«' ^ d«'' dV 

— *— = a — *- und — ■ — = — a — '— . 
dt dx dt dx ' 
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wetehe Bedingang bei der anfänglichen Ansbeagang nicht erfüllt 
war. I8t diess aber zufällig der Fall, so trennt sich diese Aus- 
beognng nicht in zwei -Wellen, sondern gibt nur eine nach der 
Seite der negativen oder der positiven x fortgehende Welle, je 
nachdem 

llz^ + a^ 
dt - dx 

ist. 

Die Bewegung eines Punktes des Fadens wird f&r die jenseits 

X gleich 1 liegenden Punkte für einen Punkt, dessen Abscisse x^ 

ist, anfangen, wenn 

X- --at = l oder t= 

a 

geworden ist, und wird fortdauern bis 

X. — at = oder t = -^ 
a 

gewordeii ist. Die Dauer der Bewegung ist 

a - • • 

für alle Punkte dieselbe, wie auch jeder dieser Punkte dieselbe Be- 
wegung durchlauft. 

Das gleiche gilt für die Punkte, die auf der negativen Seite 
der X liegen. Bei einem, der bei — x, liegt, fängt die Bewegung 
an für 

a 
und dauert fort bis 

a 

Die longitudinale Bewegung. 

265. Die Gesetze dieser Bewegung sind dieselben, wie für 
die transversale, nur ist hier die Geschwindigkeit, mit welicher die 
Wellen fortschreiten 

HoltEmann, theoret. Mechanik. ]9 
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und die Geschwindigkeit der Tfaeile des Fadens ist, f&r die nach 
der Seite der positiTen z fortschreitenden Welle 

IT" '^dCx-bt)- ^ dx - **dx ■ *' 

und f&r die nach der negativen Seite der x fortschreitende Welle 
ebenso 

g=— . . 

WO e*' und «' die an den betrachteten Stellen stattfindeqden Aus- 
dehnungen bedeuten (c in Nro. 269). 

Die Geschwindigkeit der Theile des Fadens ist daher hier der 
Ausdehnung proportional, und zwar in der nach der positiven Seite 
der X fortschreitenden Welle negativ, wenn «" positiv ist, oder in 
dem ausgedehnten Theile der Welle bewegen sich die Theilchen des 
Fadens dem x entgegen , iii dem verdichteten Theile dagegen nach 
der Seite der positiven x. In der nach der negativen Seite der x 
fortschreitenden Welle ist das gerade umgekehrt, oder in beiden 
Wellen bewegen sich die Theile der verdichteten Welle nach der 
Seite, nach dei^ die WeUe fortschreitet, die Theile der verdünnten, 
ausgedehnten, dagegen der Welle entgegen. 

Znrttckwezfimg einer Welle. 

266. Ist ein Punkt des Fadens, welcher bei x = c liegen 
soll, unbeweglich befestigt, so kommt die Bedingung zu den his- 
herigen , dass für x = c die Ausbengung sowohl als die Geschwin- 
digkeit gleich Null sein müssen, also für die transversale Welle 
mit den früheren Bezeichnungen 

« = und ^=0. 
dt 

Ich setze voraus , c sei positiv. Es ist allgemein > 

und die anfängliche Aüsbeugung kann sich entweder bis x = c oder 
bis zu einem kleineren Werthe von x erstrecken. Dann kann man 
jedenfalls die anfängliche Welle wie oben in zwei zerlegen, von 
welchen die eine 
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nach der Seite der negativen x fortläuft und daher den Punct c 
nie erreicht, oder wenn sie ihn anfanglich berührt, sogleich ver- 
lässt. Die andere 

dagegen erreicht den Punkt x = c und wird also dort eine neue Be- 
wegung hervorrufen , welche aber nur nach der Seite der negativen 
X fortgehen kann , weil dorthin allein freier Faden ist. Setzt man 
daher allgemein 

was dem allgemeinen Integrale der Differentialgleichang entspricht, 
wenn / eine noch näher m bestimmende Function bezeichnet , bo 
kann man 

aus dem gegebenen Anfangszustande wie früher bestimmen, wozu 
dann noch die Bestimmung 

V"=/,=o (1) 

für alle Werthe von x = — oo bis x = c hinzukommt. 

L|l88t man nun die Bewegung 1;^ ausser Betracht, als hier 
ohne Einfluss, so hat man nach 

''? = fx-..+/x + .. 

und diess nmss für jeden Werth von t und für x gleich c der Be- 
dingung 

entsprechen. Daraus ßnde( man, wenn man 

t4- — — —fürt 
^ a- a 

seut /x+.t=-f»e-x-.f 

Diess entspricht der Bedingong (I) i weil für t = 

f.e-x 

nur Werthe hat, so lange x > c ist 
Die Gleichung 

• / .^x + at '2C--X — at 

19» 
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entspricht aber einer Welle, welche ans der Entfernung 2c bei 
t = herzukommen scheint , und für welche bei x = 2 c der Werth 
von --^'" derselbe ist, welchen ij" bei x = hat; und für 
x = 2c — x' der Werth von —aj"' derselbe, welchen ij" bei x' 
hat. Es hat also die Welle t^*** dieselbe Form , wie ij", mit dem 
unterschiede, dass die Zeichen die entgegengesetzten sind, und 
dass das am weitesten von x = wegliegende Ende der Welle ij'' 
das nächstliegende der Welle ifi**' ist. Diese Welle sohreitet nach 
der Seite der negativen x fort, wenn man sich den Faden über den 
unbeweglichen Punkt fort verlängert denkt, und erreicht zu gleicher 
Zeit mit der Welle i^** diesen Punkt. An diesem treffen zu gleicher 
Zeit immer gleich grosse aber entgegengesetzte Werthe von rf* 
und 4}'^' zusammen; dieser Punkt bleibt daher in Buhe. Für x == c 
hat man 

was unabhängig von t gleich Null ist, wesshalb auch der zweiten Be- 
dingung, dass die Geschwindigkeit dieses Punktes Null sein soll, 
entsprochen ist. 

Für Werthe von x kleiner als c werden beide Wellen zusammen- 
treten, interferiren, und dort die Gestalt beider äch ändern, bis 
endlich die Welle i;'^ ganz über c hinausgetreten und zu gleicher Zeit 
die Welle r{** ganz innerhalb den bis c gehenden Faden getreten 
ist. Nun geht die bei c zurückgeworfene Welle rf** allein nach 
der Seite der negativen x fort und behält ihre der iti** gleiche, aber 
auf der andern Seite der y liegenden Form bei. Die Erscheinung 
ist ganz die, als sei das über das Ende c hinausliegende Stück der 
Welle 1^" auf der andern Seite der y Axe wieder von c hereinge- 
kommen , an c zurückgeworfen werden. 

V 

Die stehende Schwin^D^ eines biegsamen 
Fadens. 

267. Ist der in den letzten Nummern betrachtete Faden an 

beiden Enden unbeweglich befestigt, so wird an jedem dieser Punkte 

die dort ankommende Welle zurückgeworfen , die beiden zarückge- 

bWorfenen Wellen duri^shkreuzen sich, konmien wieder an die unbe- 
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weglichen Panlte, werden aufs neue zurückgeworfen and so ent* 
steht zwischen den beiden Fixpunkten eine eigenthümliche Bewe- 
gung des Fadens, welche man, da bei ihr zwei Pnnkte des Fadens 
unbeweglich bleiben , und der Faden nur zwischen diesen hin und 
her schwingt, eme stehende Schwingung genannt hat. 

Ist 1 die Länge des Fadens zwischen den beiden Fixpunkten, 
und der eine Fixpunkt der Ursprung der x, so wird jede der oben 
mit 4}' und r(* bezeichneten Wellen nach der Zeit 

wenn a die Creschwindigkeit der Wellenbewegung bezeichnet, zu- 
rückgeworfen sein; bei jeder werden die rf und ij" dieselben Werthe, 
wie vor dieser Zeit, nur mit entgegengesetztem Zeichen haben, wenn 
man die Abscisse x mit 1 — x vertauscht Es wird also auch die 
Form des Fadens nach dieser Zeit wieder dieselbe sein, wie anfang- 
lich, nur nach der entgegengesetzten Seite der y und das Ende bei 
X = jetzt bei X = 1. 

Nach einer zweiten Periode 

t=-L 

a 

wird ebenso aus dieser Form wieder die . anfangliche Form des Fa- 
dens sich gebildet haben, so dass nach der Zeit 

a 
die Bewegung sich in gleicher Weise wiederholt. 

268. Dieselbe stehende Schwingung erb&lt man in folgen- 
der Weise. Erregt man an einem unendlichen durch P gespannten 
Faden zuerst auf die Länge 1, welche von A bis B gehe, die Aus- 
beugung 

und gibt dabei jedem Punkte die Geschwindig^®^*' 
dt "" * dx ' 
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erregt von B ans abermals auf die Lätige I die Ausbeiignug 

und gibt aach hier jedem Pankte die Geschwindigkeit 

d5;;;;___ dy^ 

dt ~- "" dx' 

wiederholt man endlich dieses je aaf die Länge 2 1 in gleicher Weise, 
und zwar sowohl nach der positiven , als n^cb der negativen Seite 
der X hin; so hat man eine Welle, oder vielmehr ein^ Wiederholung 
von gleichen Wellen , von denen jede die Länge 21 hat, welche sich 
mit Beibehaltang ihrer Form gleichförmig nach der Seite der posi» 
tiven X fortbewegen wird. Sie bringt nach dem Stücke AB ab* 
wechselnd eine Wellenform» welche dem ursprünglichen Wellenstück 
Tj*' zwischen diesen Punkten gleich » vnd' solche, welche der in A 
zurückgeworfenen Welle ij* gleicht 

Bringt man zu diesem Wellenznge einen zweiten, welcher nach 
der Seite der negativen x fortgeht, und welcher nach AB abwech- 
selnd die ursprüngliche Form der rj* und dann die Form der in B 
zurückgeworfenen Welle ij^' führt , so wird durch diesen und den 
ersten Wellenzug innerhalb AB die Form des Fadens und die Ge- 
schwindigkeit seiner Punkte in jedem Augenblicke dieselbe sein, 
welche in dem zwischen AB schwingenden Faden zu dieser Zeit ist, 
wenn ij' + ij'^ die anfangliche Form dieses Fadens ist und die Ge- 
schwindigkeit der Punkte die dem entsprechende 

d^ d^ 
' dt dt 
fürt = 0. 

Bei dem Uebereinanderwegschreiten dieser beiden WeU^^ge 
werden die Punkte A und B in Ruhe bleiben, und ebenso jeder um 
1 von diesen in der Richtung x entfernte Punkt. Diese Punkte 
nennt man die Sehwingungsknoten. Ihre gegenseitige Entfer- 
nung ist die halbe Länge der sich gegenseitig durchdringenden 
Wellen. Zwischen je zwei Schwingungsknoten entsteht eine 
stehende Schwingung, welcher der in AB stattfindenden gleich ist, 
d. h. das dort befindliche Stück des Fadens durchläuft nach und 



1 
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nach und io derselben Daaev die^ben ForiD^o, welche da» FndeO"» 
Btück AB anoimmt. Die Oscilla^ionsd^uer ist 

_21 
a 

für die Wellen , bei denen a die Geschwindigkeit ist 

Hat man zwei beliebige Wellen , von welchen die eine nach der 
Seite der positiven x fortschreitet 

und die andern nach der Seite der negativen x 

so wird sich ein Schwingnngsknoten bei dem Ursprünge der 
Abscissen dorch die Interferenz dieser beiden Welleozüge biideo, 
wenn für x = 

unabhängig von t gleich ist , oder wenn 

F =— f ' 

ist. Setzt man in dieser Gletchuag x flbr at, so wird sie 

. . Fx = ^U- 

Die beiden Wellenzüge müssen daher in der Weise symme- 
trisch um den Ursprung der Coordinaten liegen, dass für rechts und 
links gleich weit abstehende Punkte 

ist. 

Dasfi dann zu gleicher Zeit von beiden Wellen glrich grosse, 
aber ent^gengesetzt^a Ordinaten nach x = kommen, ist klar. 

Soll in der Entfernung 1 abermals ein Schwingnngsknoten enU 
stehen, so muss auch 

X 1 

sein. Setzt man hier t = , so wird diese Gleichung 

ä a 

Daraus folgt in Verbindung mit dem oben gefundenen Werthe von 
F^; dass die Function f immer für zwei um 21 auseinander stehende 
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Punkte denselbeD Werth geben mnss, dass sie periodisch ist, oder 
dass der Wellenzng rjl* aus gleichen Wellen von der Länge 2 1 bestehen 
müsse. Dasselbe gilt dann natürlich von ^'. Begreiflich kann 

21 
aber aj" auch aas Wellen von der Länge bestehen, wo n eine 

ganze Zahl ist; dann wird auch bei I ein Schwingungsknoten ent* 

1 21 31 
stehen, aber auch schon bei -— , — , — ... bis 1. 

n n n 

Die stehende Schwingung, Welche hierbei auf die Längia 1 statt 

findet, besteht hier aus n einzelnen stehenden Schwingungen $ jede 

von der Länge — , und der Faden hat hier denselben Zustand der 
n 

Bewegung wieder erreicht, oder eine OscUIation gemacht, wenn die 

21 
Welle um ihre Länge — fortgepflanzt ist, d.h. in der Zeit 

21 

r = 

na 

Zerlegung der stehenden Schwingung in einfache stehende 
Schwingungen 

269. Ein particuläres Integral der allgemeinen Bewegungs- 
gleichung (Nro. 259) 

^ = a^A 
dt' * d]? 

ist aj = Acos(mx + a)cos(mat4-/J), 

wie maasich leicht überzeugt; Aym,a,ß sind constant. 

Soll dieses Integral eine zwischen den Fixpunkten x = und 
X = 1 stattfindende stehende Schwingung geben, so muss ij-=0 sein ^ 
fiir diese beiden Werthe von x, unabhängig von t 

Für X = erhält man 

= Acosacos(mat4-/J), 
woraus cosa = 0, 

und cos (m X -h a) = ± sin m x 

folgt. Das Zeichen kann man in den Werth von A legen und hat 
daroit ij = Asinmxcos(mat-l-/J). 

Für X = 1 gibt die Bedingung 



} 
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= su»nl, 
woraus m 1 = an und m = -t- , 

wo a jede ganze Zahl vorstellen kann ; es genügt aber, nur positive 
Zahlen dafür zu nehmen. Damit wird 



aj=: Asm— j — cos ( — h/J J, 



wovon sich leicht nachweisen lässt, dass es in der firüher gegebenen 
Form des allgemeinen Integrals enthalten ist Wegen der linearen 
Form der gegebenen Differentialgleichung entspricht nun anch 

iy = JA^sm-y-co8^— j— + /JJ, ^ 

wo für a nach und nach alle positiven ganzen Zahlen gesetzt wer- 
den können. 

Für t = soll nun 



*d« d^ 



dt dx 
sein. Diess gibt die Bedingung 

_ . _ . anx 

ijpj^ = ^ A^ cos /? sm -^j— 

^V^x ^an . . ^ . anx 

-j^^^-i-y-A^sm/Jsm-j-. 

Da ß von einem Gliede dieser Summe zum andern andere Werthe 
haben kann , so sind die 

A^cos/J und A^sin/? 

von einander ganz unabhängig und man kann also beiden Bedin- 
gungen entsprechen. 

Es ist aber zwischen und 1, da man q>_^ hier gleich — y^ 
annehmen kann 

2_ /• . ana . , an 
y,= yXyy^sin— j— dasm — 



ana ^ . anx 
Fy^sir 



woraus 



A z> 2 /• . ana . , 
A^ cos ß = -r-/ (p^ sm — — da und 



298 ni. Krüfee an eteon Syrteme tod MaMeo. 

2 /dV^a . OTT«. . ^ 

« ^ aTT*/ da l 



folgt. Damit wird 

2 r . a/ra^ . Qinyi a/rat 
ij = — /^ sm— j — dasm— 7 — cos — j — 





2»^ t f^^a. dTta. . a;rx . ttTiat 

H -5—/ -r—sm—i — dasm— r— sm — ; 

71 aJ da l i ,1 



Die Dauer der Oscillation ergibt sich wie früher 

a 

Entspricht der Anfangs^ustand einem einzeUen Gliede dieser 
Reihe, so werden die Coefficienten aller andern gleich Null, and 
man hat dann entweder ein Glied von der Form 

. . ttTTx ttTrat 
i^ = Asm — j — cos — j — -, 

oder von der Form 

_ . anx . ÄTiat 
iji=Bsm — j— 'Sin — : — • 

Die Bewegung, welche durch ein solches Glied dargestellt 
wird, nennt man eine einfache stehende Schwingung. 

Betrachtet man die mit ij bezeichnete , so sieht man , dass für 
^ X gleich 

ftfe:. ■ • •■ ' 1 21 

^- a . a 

Schwingungsknoten vorhanden sind. Der Faden , die Saite durch- 
läuft eine Oscillation in der Zeit 

"^ aa 

Alle Theile der Saite kommen zu gleicher Zeit zur Ruhe, und 
haben zu einer andern Zeit zugleich ihr Maximiim der Geschwin- 
digkeit. 
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Ganz dasselbe gilt von der zweiten Schwingung , welche durch 
^1 gegeben ist. Der unterschied ist nur der, das« bei der ersten, 
ij , die Geschwindiglceit aller Theile des Fadens flir t = Null 
sind, während die Theile bei der zweiten Schwingung för t = das 
Maximum ihrer Geschwindigkeit haben, und erst nach der Zeit * 

J 

in den Znstand kpmmen, welcher bei i; für t = P statt findet, dass 

also die Phase der zweiten Schwingung — gegen die der ersten 

ist. Die Amplituden der Schwingungen siad A und B. 

Die Wellen, fius deren Interferenz eine solche einfache 
Schwingung hervorgeht-, sind fär die oben mit tj bezmchnete 
Schwingung, da hier die Geschwindigkeit der Theilchen für t = 
selbst Null ist, also das frühere i/;^ auch Null ist 

,1 ,, 1 . . anx 

1?' = y9)^=V'=-Asm-j- . 

und sind daher beide gleich; Ihre Wellenlänge ist 

2] 
a 
Die stehende Schwingung eines Fadens, einer Saite, lässt 
sich daher im Allgemeinen aus einfachen Schwingungen zusammen- 
setzen, welche der Reihe nach die Oscillationsdauem 
21 1 11 

haben; deren Amplituden verschiedene sind, auch einzelne gleich 
Null sein können. Die Grösse dieser Amplituden bestimmen die 
beiden Formeln (m). Will man diese einfachen stehenden Schwin- 
gungen als durch die Interferenz zweier entgegengesetzt laufenden 
Wellen entstanden betrachten, so sind .diese beiden Wellen ein- 
ander gleich, und ihre Form durch 

., 1 . . CiTtX 
^2 = 2" A sm — p , 

oder — I « ÄTTX 
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von X = — QC bis + cc gegeben ; für die eine gilt das obera , fBr 
die andere das untere Zeichen. 

Ebenso wie hier die gtehende Schwingung aua einfachen 
Schwingungen zti&ammetigesetzt wurde ^ lasst sich die fortlaufende 
Wellenbewegung ans einer unendlichen Reihe von einfachen Wel- 
len2tigen zusammensetzen, wobei die Beibehaltung der Form der 
Welle sich ans der Unabhängigkeit der Geschwindigkeit der Wellen 
von ihrer Länge ergibt* 



■ ■ ^ ^ '|i mi Ti J t*f *r'* '*^'^ . ■ ^ 
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Viertes Buch- 
Kräfte an einem Körper^ dess^ lüieile 
verschiebbiur gegen einander sind. 



Die Spannung and Pressung in einem Körper. 

270. Denkt man sich darcb einen Körper, auf welchen irgend- 
wie Kräfte wirken , eine beliebige Ebene gelegt, so wird in jedem 
Punkte dieser Ebene ein Zag oder Druck des Kdrpertheils anf der 
einen Seite der Ebene anf den Körpertheil auf der andern Seite der 
Ebene stattfinden. Um einen Bej[riff von der Grösse und Richtung 
dieses Zugs für irgend einen Punkt 7,7,2 dieser Ebene 2u geben, 
gibt man an , wie gross der Zug auf die Flächeneinheit der Ebene 
sein würde, wenn er in jedem Punkte dieser Flächeneinheit derselbe 
in Grösse und Richtung wäre , wie er im Punkte x, y, z ist. Diesen 
Zug auf die Flächeneinheit nennen wir die im Punktet x> y, z statt- 
findende Spannung; die Richtung ilieser Spannung ist die Rich- 
tung des Zugs im Punkte x, y, z. Die Ebene, för welche diese 
Spannung gilt, nennen wir die Spannungsebene. 

Ist n eine durch den Punkt x, y, z gezogene gerade Linie, so 
bezeichnen wir mit N die Spannung, welche im Punkte x, y, z in 
der zu n normalen Ebene durch x, y, z stattfindet; ebenso soll im 
Späteren X die Spannung in der zu x normalen Spannungsebene 
bedeuten. 

Die Spannung N zerlegen wir in drei Componenten nach den 
nnter sich rechtwinklichen Goordinatenaxen nnd bezeichnen diese 
Componenten mit 

N,. N,. N,. 



1 
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SO dass also N* = NJ 4- N ' -f- N/ 



y 



ond N N, N^ 

cos(N,x) = ;^; co8(N,y) = ^; cos(N,z) = — 

ist. Ebenso bedeute N^ die Componente der Spannung N nach der 
Richtung s; X^ die Spannung in der zu x normalen Ebene zerlegt 
nach z. 

Hierbei soll^ wie bei den Kräften überhaupt, N kein Zeichen 
babep, dagegen sollen N^, K , N^ positiv sein, wenn dies^ Kräfte 
in die Richtung der wachsenden x, y, z fallen, andernfalls negativ. 

Zerlegt man die Spannung n in eine nach n gehende, also oor- * 
mal zur Spannungsebene liegende Componente N^ und in eine 
zweite, welche in der Spannungsebene liegt, so nennt man die 
erste die Normalspannung in dieser Ebene und diesem Punkte, 
die andern die Tangentialspannung, welchen Namen man auch 
deren Componenten in der Spannungsebene b^^t. ; 

27X. Die Spannungen röhren bei Körpern, deren Theile gege» 
einander verschiebbar sind, von den Verschiebungen her, welche 
die auf den Körper einwirkenden äusseren Kräfte in ihm hervor- 
gebracht haben , und von den Ausdehnungen udd Verdichtung^, 
von welchen diese Verschiebungen begleitet sind. Bei jeder durch 
den Körper gelegten Eibene hat man den Zug auf den einen und den 
Gegenzug auf den andern Theil des Körpers ^ welche durch die 
Ebene getrennt sinc^ zu betrachten. Zug und Gegenzug sind gleich 
gross und entgegengesetzt» da sie durch dieselbe Ausdehnung oder 
dieselbe Ver^c^iehung bedingt sind. 

Wir betrachten die Normalspannung nach der Normalen, 
welche aus dem Körpertheii, der betrachtet wird, austritt. Fällt 
also die Normalspannung mit dieser Normalen zusammen, so übt 
der weggebrachte Körpertheii auf den betrachteten einen Zug a\ts, der 
Körper ist an der betrachteten Stelle ausgedehnt; diess ist der Fall, 
wenn die normale Spannung positiv ist. Ist sie dagegen negativ, 
SQ übt der weggedachte Körpertheii auf den .betrachteten eine Kraft 
aus, welche in diesen letzten eindringt > einen Druck; in diesem 
Falle nennt man die absolut genommene Normalspannung auch eine 
Normalpressung. - * 
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Unter X, Y, Z werden wir innner die Spannungen in den zu 
X , y , z normalen Ebenen verstehen , welche an den Theilen des 
Körpers anzubringen sind, aas welchen die positiven x, y, z her-^ 
austreten. X^ ist dann immer, wenn positiv eine eigentliche Span- 
nung,, wenn negativ eine Pressung. 

Die Componenten des Zugs nach den drei.Coordinatenaxen, 
werden für eine endliche Ebene, von welcher ds ein Element ist, in^ 
welchem die Gpmpon^nten dex Spannung • . 

sind 



yk^ds, ykyds, yk^ds, 



wo die Integrale über die ganze zu betrachtende Ebene auszudeh- 
nen sind. 

Das statische^ Moment dieser Züge ist für eine der Axe der x 
parallele Axen durch den Punkt x^ ^yovZo 



/n. (y - y.) ds -/n,(z - z,)d6 . 



Aendert sich die Spannung von einem Punkte zum andern stetige 
so kann man die drei Componenten der Pressung nach Potenzen 
von X — Xq; j — y^l z — z© entwickeln; ist dann die betrachtete 
Fläche unendlich klein^ und liegC Xg, y^, z^ in dieser Fläche, so 
hat man mit Weglassung der unendlich Kleinen von höherer Ord- 
nung als der zweiten , das obige Moment 

was sich, wenn Xq , y^» , z^ die Göordmaten des Schw^punktes der 
betrachteten Fläche sind, auf NuU reducirt. Für eine unendlich 
kleine Fiäche s ist daher bis zu unendlich kleinen der vierten Ord- 
nung das Moment des Zugs oder der Spannung in dieser Fläche für 
eine durch den Schwerpunkt der Fläche gehende Axe gleich Null. 

272. Schneidet man aus dem Körper ein Qexaeder, dessen 
eine Ecke die Coordinaten x, y, z zur Zeit t hat, dessen Kanten 
dx, dy*, dz sein sollen, so sind die Züge auf die um die eine 
Ecke, um x, y, z liegenden Flächen 
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— Xdydz; — Ydxdz; — Zdxdy; 

negativ, weil hier das positive x, y, z in den betrachteten Körper 
• tritt, nnd also den obigen Bezeichnungen zu fofge hier die negativen 
Werthe genommen werden müssen. Aendem sich die Spannungen 
stetig, 80 sind die Züge in den am den Punkt x + dX| y + dy, 
z + dz liegenden Punkt 

+ (x + ^dx)dydz; (Y + ^dy)dxdz; 

(Z4.i|dz)dxdy. 

Wirkt noch auf das betrachtete Element des Korpers eine äussere 
Kraft, welche auf die Masseneinheit reducirt f heissen mag, ist d 
die Dichte des Körpers an der betrachteten Stelle, so geben die 
Summen der Gomponenten dieser Kräfte, welche gleich der Masse 
multiplicirt mit der Beschleunigung sein müssen 

dX dY, dZ, d'x 

-dx dy dz » dt' 

dX^ dY^ dZ^ d»v 

dx dy dz ^ dt' - ^ 

dX. dY^ dZ. d*z 

dx dy dz » dt' 

wo f^, f , f^ die Gomponenten von f nach den drei Coordinatenaxen 
bedeuten. Diese Gleichungen sind dieselben wie in (Nro. 195), in 
welchen hieraus h näher bestimmt ist. ~ 

273. Für das Gleichgewicht sind die Beschleunigungen Null, 
und man hat die weitere Bedingung, dass für drei sich schneidende 
Axen die statischen Momente gleich NuM sein müssen, führt, wenn 
man diese Axen durch den Schwerpunkt des Hexaeders parallel den 
Kanten fuhrt, wo sie also auch durch die Schwerpunkte je zweier 
Flächen des Hexaeders gehen, mit Weglassung der Unendlich klei- 
nen der vierten Ordnung zu den Gleichungen ' 

X, = Y,;X. = Z,;Y.=^Z^. (64) 

^-^ Es sind also in zwei sich rechtwinklich schneidenden Ebenen für 
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einen Pankt der Kante die Tangentialspannangen, welche je auf 
der andern Ebene rechtwinklich stehen , einander gleich. 

Hiermit reduciren sich die neun Gomponenten der Spannungen, 
welche in den Gleichungen (53) vorkommen, auf sechs, nämlich 
die drei Normalspannungen X^, Y^, Z^ und die drei tangentialen 

274. Denkt man sich durch den Punkt x, y, z drei mit den 
Goordinatenebenen parallele Ebenen gelegt, und diese durch eine 
schiefe Ebene geschnitten , welche von den Kanten des gebildeten 
körperlichen Eckes die Längen dx, dy, dz abschneidet, so ent- 
steht ejn Tetraeder; bringt man in den Seiten dieses Tetraeders 
die Züge an, -weiche von den umliegenden Körpertheilen in diesen 
Seitenebenen ausgeübt werden, so muss dieses Tetraeder im Gleich- 
gewichte bleiben, wenn der ganze Körper im Gleichgewichtszu- 
stande war. 

Es sei n die Nogpale vom Punkte x, y, z auf die schiefe 
Ebene, über diese verlängert; s die Grösse der schiefen Begren- 
zungsfläche des Tetraeders; dann sind 

scos(d,x); scos(n,y); scos(n,z) 

die Projectionen der schiefen Endfläche des Tetraeders auf die zu 
X, y, z normalen Flächen^ und also die zu diesen Richtungen nor- 
malen Seitenfläehen des Tetraeders. 

Für die Summe der an dem Tetraeder vorkommenden Züge in 
der Richtung von x hat man 

— X^s cos (n, x) — y^ s cos (n,y) — Z^s cos (ii,z) -f- sN^ , 

wo N die Spannung in der zu n normalen Fläche s bedeutet. 

Die Masse des Tetraeders ist ein ün endlichkleines der dritten 
Ordnung, wesshalb die auf die Masse des Tetraeders wirkende 
Kraft gegen die oben bestimmten Züge , welche mit s von der zwei- 
ten Ordnung sind, wegfallt. Für das Gleichgewicht des betrach- 
teten Tetraeders erhält man so die erste von den drei folgenden 
Gleichungen : 

Hol t z m a n n, tlieoret. Mechanik. 20 
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N^ = X^ COS (d, x) + Y^ cos (n, y) + Z^ cos (n, z) , 

Ny = Xy cos (n, x) -h Yy cos (n, y) -h Z^ cos (n,z) , (a) 

N^ = X^ cos (n, x) •+■ Y^ cos (n, y) 4- Z^ cos (n, z). 

Diese drei Gleichungen bestimmeii der Grösse and Richtang nach 

die Spannung N, welche im Punkte x, y, z in der zu n normalen 

Ebene stattfindet. 

275. Aus X^, X , X^ findet man die Gomponente der Span- 
nung X nach der Richtung n gleich 

Xjj = X^ cos (n, x) 4- Xy cos (n, y) 4- X^ cos (n, z) , 
was, weil X^ = Y^ und X^ = Z^ 

ist, derselbe Ausdruck ist, welcher oben für N^ gefunden wurde. 
Es ist daher allgemein fiir je zwei Linien x und n , welche sich 
schneiden in dem Durchschnittspunkte 

276. Aus den Werthen von N^, N^, N^ findet man N* durch 
quadriren und addiren. Bemerkt man dafti, dass 

x* + x/+x/=x* 

ist, und analoges für Y und Z gilt, so erhält man 

N* = X'cos(n,x)^4-Y^cos(n,y)'4-Z*cös(n,z)* 

+ 2 (X, Y, + Xy Yy 4- XY^ cos (n, x) cos (n, y) (b) 

4-2(X^Z^4-XyZy-^X^Z^)cos(n,x)cos(n,z) . 
4- 2 (Y^ Z^ 4- Yy Zy 4- Y^ Z J<;os (n,y) cos (n, z) . 

Legt man durch den Punkt x, y, z zwei Linien m und i recht- 
winklich unter sich und auf n , so hat man für die Spannungen M 
und L in den zu m und 1 rechtwinklichen Ebenen analoge Aus- 
drücke; durch Addition findet man, weil z. B. 

cos (i;i, x) cos (n, y) 4- cos (m, x) cos (m, y) 4- 
4- cos (1, x) cos (1, y) = cos (x, y) = 
ist, I^*4-M'4-Z' = X*4-Y'4-Zl (g) 

Die Summe der Quadrate der Spannupgen in drei unter sich 
rechtwinklichen Ebenen ist für deren Durchschnittspunkt conatant, 
wie immer diese drei Ebenen um diesen Punkt gedreht werden. 
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277. Um die. Spannnng N durch eine geometrische Constme- 
tion zu finden , trage man aaf die Richtung n die vorläufig noch 
nnbestimmte Länge n auf, deren Projectionen auf die Goordinaten- 
axen mit r , ^ , J bezeichnet werden sollen. Dann ist 

r=ncos(n,x); ^ = ncos(n,y); j = ncos(n,z). 

Werden die Werthe dieser Cosinus in die Gleichung (b) substi- 
tuirt, und mit n' multiplicirt , endlich aber die Länge n so be- 
stimmt, dass 

n^N^=l 
ist, so erhält man 

l = X'r^^-Y'^^ + Z'j' + 2ar9-f-2a5rj + 2Svi» (d) 
wo die Coefficienten der doppelten Producte der Cosinus, welche 
in der Gleichung (b) vorkommen, der Reihe nach durch $1, 93, (£ 
bezeichnet sind. 

Hier sind die Coefficienten X, Y, Z, ^, S3, 6 unabhängig 
von der Grösse und Richtung von n, also auch von r, ^ und j. Die 
obenstehende Gleichung ist die Mittelpunktsgleichung eines Ellip- 
soides; die Spannung N ist die Reciproke des Halbmessers dieses 
Ellipsoides, welcher in der Richtung n liegt, also normal zu der 
Spannungsebene ist. 

278. Die Normalspannung in der zu n normalen Ebene ist 
N^ = N^ cos (n, x) + Ny cos (n, y) -h N^ cos (ü, z) , 

was mit den oben gefundenen Wertben von N^, N , N^ gibt 

N^ = X^ cos (n, x) * 4- Yy cos (n, y) ' + Z^ cos (n, z) 

4- 2 Xy cos (n, x) cos (p, y) 4- 2 X^ cos (n, x) cos (n, z) (e) 

4- 2 Y^ cos (n, y) cos (n, z) . 

Die Summe der Normalspannungen in drei auf einander recht- 
winklichen Ebenen findet man hiermit constant für den Durch- 
schnittspunkt dieser Ebenen, wie sie auch um diesen Durchschnitts- 
punkt gedreht werden. 

279. Auch die Normalspannung lässt sich geoipetrisch con- 
struiren. Trägt man in der Richtung von n die vorläufig noch 

20* 
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UDbestimmtd Länge n auf, nnd bezeichnet wie ob.en die Projectionen 
von n auf die Coordinatenaxen mit r, \) und i, setzt man 

n»N„ = ±l, 
SO wird die Gleichung in der vorhergenden Nummer 

± l=X^r'H-Yyij»-*-Zj» + 2Xyr94-2X,rj-l-2Y i^j. (f) 
Das ist die Gleichung einer FJäche vom zweiten Grade auf ihren 
Mittelpunkt bezogen; der Halbmesser n dieser Fläche gibt die Nor- 
malspannung in der zu n normalen Ebene gleich 

wo das obere oder das untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem 
man in der obigen Gleichung das obere oder das untere Zeichen zu 
nehmen hat. 

280. Eine Fläche vom zweiten Grade hat drei aufeinander 
rechtwinkliche Axen. Wählt man diese zu den Axen der x, y, z, 
so müssen in der Gleichung für die Fläche zweiten Grades die 
Glieder mit den Producten der Coordinaten wegfallen, also für 
diese Coordinaten 

aein. Es finden also in den zu diesen HichtuDgep normalen Ebenen 
keine tangentialen Spannungen statt, oder die Spannungen stehen 
hier normal auf den Spannungsebenen, und fallen also mit den Nor- 
malspannungen für diese Ebene zusammen. Es gibt also in 
jedem Punkte eines Körpers drei aufeinander rechtwink- 
liche Ebenen, für welche die Tangentialspaünungen Null 
sind, oder aufweichen die betreffenden Spannungen nor- 
mal sind. Die Spannungen in diesen Ebenen nennt man die 
Hauptspannungen in dem betrefifeoden Punkte. Wir bezeichnen 
diese mit A , B und C und die Normalen zu den Ebenen der Haupt- 
spannungen niit a, l), c. 

281. Haben die drei Hauptspannungeo einerlei Zeichen, sind 
sie alle positiv oder Spannungen im erigeren Sinne , t>der sind eie 
alle drei negativ , also Pressungen , so wird die obige Gleichung im 

-ersten Falle 
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• 

im zweiten — 1 = Ar' -\-B^* -♦- C J*, 

mid in beiden Fällen ist die Fläche ein Eliipsoid , dessen Halb- 

axen 

A/i- V^- V- 
V A ' " B • y c 

Vzh' V^' v^c 

sind. Die Normalspannnng N^ anf die zu n normale Ebene ist 
dann positiv oder negativ mit den Hauptspannnngen zu gleich ; es 
findet normal zu allen um x, y, z liegenden Ebenen entweder Span- 
nung im engem Sinne statt, oder in allen Pressung; der Körper 
ist um den Punkt x, y, z entweder nach allen Richtungen ausge- 
dehnt, oder er ist nach allen Richtungen zusammengedrückt. 

Haben dagegen die Hauptspannungen verschiedene Zeichen, 
findet also nach den Richtungen der drei Axen theils Spannung, 
theils Pressung statt, so hat man zwei Flächen 

4-l=Ar'-hB1j' + Cj' und 

-l=Ar'-l-Bi?*+Cj». 
Beides sind Hyperboloide, und die Normalspannung nach irgend 
einer Richtung n wird nun eine Spannung im engeren Sinne sein, 
oder eine Pressung, d, h. positiv oder negativ, je nachdem dieses 
n das erste oder das zweite Hyperboloid trifft. 

Zwischen beiden Hyjperboloideq liegt ein Conus , dessen Glei- 
chung 

= Ar' + Bi>'-+-Cj' 

ist, und welchem beide Hyperboloide asymptotisch sind. Den Sei- 
ten dieses Kegels entspricht 

N =0. 

n 

Diese Seiten sind daher die Normalen zu Ebenen, in welchen, 
immer im Punkte x, y, z, der Spitze des Kegels, keine normale 
Spannung, sondern nur tangentiale vorkommt. 

282. Bezieht man die Gleichung (b) auf die Axen der Haupt- 
spannungen, so wird sie, weil hier 

X, = X. = Y. = , 
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ist N' = A'cos(n,a)' + B*cos(n,b)'4-C'cos(n,c)*, (g) 

und man sieht, dass das Ellipsoid (d) mit den Flächen der letzten 
Nnmmern dieselbe Lage der Axen hat, welche hier 



-Ä' B" ^^ ^ 



sind. 



283. Für die Componenten der Spannung nach den Richtun- 
gen der Hauptspannungen findet man aus (a) 

N^ = A cos (n, a) ; N,^ = B cos (n, b) ; N^ = C cos (n, c) . (h) 

Man findet also die Gomponente der Spannung in der zu n 
normalen Ebene nach der Richtung einer der Hauptspannungen, wenn 
man diese Hauptspannung auf die Richtung der Normalen n pro- 
jicirt. 

Hieraus ergibt sich noqh eine zweite Construction für die 
Spannung N ; man kann die drei Hanptspannungen A, B, C auf die 
Richtungen von n auftragen und auf die Richtungen a, b, c prqji- 
ciren, dann aber die so erhaltenen 

N,, N,, ,N, 

nach dem Eräfteparallelepiped zusammensetzen. Man sieht aber 
leicht, dass die so erhaltene Spannung N der Halbmesser eines 
Ellipsoides ist, dessen Axen A, B, G sind. Die Gleichung dieses 
EUipsoides erhält man, indem man die drei Gleichungen 

Na N/ ■ , N^ 

cos(n,a)= — ; cos(n,b) = — ; cos(n,G) = -^ 

quadrirt und addirt, was ^ 

N,' N,^ N^ ,. ,,. 

A' B* C» 
gibt. N^ , N^^ , N^ sind hier die Coordinaten. 

Dieses Eilipsoid nennt man gewöhnlich das Spannungs ellip- 
soid. Man muss nicht vergessen, dass die hier erhaltene Span- 
nung N nicht etwa zu einer Ebene gehört, die auf N normal ist, son- 
dern zu einer, welche zu dem oben gebrauchten n normal ist, des- 
sen Lage durch die drei oben stehenden Cosinus gegeben ist. 
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284. Die I<(ormaIspannnDg in der zu n normalen Ebene ist 
N^ = N^cos (n, a) + N^cos (n, b) 4-N^co8 (n,c) 

ABC ^ 

Die Gleichung der Spannungsebene ist, wenn man ihre Coor- 
dinaten von dem betrachteten Punkte x, y, z an zählt und gleich 
a, b, c setzt, 

= acos (n, a) + b cos (n, b) 4-'c cos (n, c) , 
was gibt aN bN. cN 

A ^ B ^ C 
Diese Ebene ist parallel zur tangirenden Ebene an die Fläche 
a' »b^ c* 

an der Steile, an der diese von N durchdrungen wird. Diese 
Fläche ist ein Ellipsoid, wenn A, B, C gleiche Zeichen haben, an- 
dernfalls erhält man zwei Hyperboloide , das eine mit einem das 
andere mit zwei Aesten wie oben in Nro. 281. 'Das Quadrat der 
Entfernung der tangirenden Ebene von dem Ursprünge ist die Nor- 
malspannung und diese ist positiv oder negativ, je nachdem zu der 
berührten Fläche + 1 oder — 1 in obiger Gleichung gehört. Das 
Quadrat der Entfernung de» Berührungspunktes von dem Ur- 
sprünge ist ' 

N^ : . - • 

und N liegt in der Richtung dieses Halbmessers , so dass man also 
mit Hilfe dieser Constructiori alle hierher gehörenden Fragen be- 
antworten kann. 

285. Wie man aus der vorhergehenden Nummer sieht, stehen 
im Allgemeinen nur die drei Hauptspan nungen auf ihren zugehöri- 
gen Ebenen normal; für jede andere Ebene ist die Spannung schief 
gegen die Ebene gerichtet, und gibt also eine tangentiale Com- 
pönente. Soll die Spannung immer normal auf der Spannungs- 
ebene sein , so musß der Halbmesser der Fläche (1) immer zugleich 
eine Normale auf diese Fläche sein, was nur für die Kugelfläche der 
Fall ist, und diese erhält man nur, wenn 
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A=B=C, 

die drei HanptspannuDgen in dem betrachteten Punkte gleich gross 
sind. Dann aber sind alle Spannungen um diesen Punkt gleich 
gross. Dieser Satz lässt sich auch so ausdrücken : Sind rings um 
einen Punkt keine tangentialen Spannungen vorhanden, so sind die 
Spannungen rings um diesen Punkt unter sich gleich. 

Sind zwei der Hanptspannungen A und B einander gleich , so 
wird das Spannungsellipsoid ein Rotationsellipsoid mit der Axe c. 
Dann sind die Spannungen in allen Ebenen durch den betrachteten 
Punkt, welche gleich geneigt gegen die c Axe sind, unter sich gleich, 
und die Spannungen in den Ebenen^ welche durch c gehen, ebenso 
unter sich gleich und Qberdiess normal auf tliesen Ebenen. 



Hjdrostatik. 

286. Die Lehre vom Gleichgewichte der flüssigen Körper 
nennt man Hydrostatik. Bei ihr wird gewöhnlich definirt, ein 
flüssiger Körper sei ein solcher, bei dem die Theiichen frei neben 
einander beweglich seien, bei welchem also zwar normale Spannun- 
gen und Pressungen vorkommen können, nicht aber tangentiale. 
Eine solche Flüssigkeit kann man als eine vollkommene betrachten ; 
die Flüssigkeiten, welche in der Natur vorkommen, entsprechen 
obiger Definition nnr theilweise, wesshalb at^ch manche Erscheinun- 
gen bei ihnen den Folgerungen aus der obigen Definition nicht ent- 
sprechen. 

287. Nach der obigen Definition der vollkommenen Flüssigr 
keit sind die Spannungen in einem Punkte A derselben in allen sich 
in A schneidenden Ebenen gleich gross (Kro. 285); es ist daher, 
hier nicht mehr nothwendig» die Richtung dieser Ebenen zu be- 

. zeichnen. Ueberdiess kommen bei Flüssigkeiten nur ausnahms- 
weise positive Spannungen vor, sondern beinahe immer nur Pres- 
stmgen. Wir bezeichnen daher hier die negative Spannung oder 
die Pressung der Flüssigkeit in einem Punkte, dessen Goordinaten 
X, y, z sein mögen durch einen Buchstaben p. Damit werden dann 
die Bedingungen des Gleichgewichtes in Nro. 262. 
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^ = ^f^;|P=Jf; lP=Jf^, (66) 

dx » dy y dz *' ^ '^ 

wo d die Dichte der Flüssigkeit und f^, f , f^ die Gomponenten der 
auf die Masseneinbeit wirkenden äftsseren Kraft ist* 

288. Die Pressung p kann beim Gleichgewichte nur von der 
Lage des Punktes x, y, z a.bhängen und muss sich daher als eine 
Function dieser Coordinaten ausdrücken lassen. Diess gibt die 
Bedingungen, dass Gleichgewicht möglich sei 

d'p _d(z/g _d(jg 



dxdy dy 

d»p _d(jy 


~ dx 
d(z/f.) 


dxdz dz 

d'p _<J(^i;) 


dz 


dydz dz 


dy 



Diese Gleichungen sagen, dass di eine Function von x^ y, z sein 
müsse. Ist die Dichte der Flüssigkeit constant, so sagen die 
Gleichungen, es muss die Kraft, welche auf die Masseneinheit ein- 
wirkt, eine Function von x, y, zsein, es muss also eineKraftfunc- 
tioif (Nro. 229) für diese Kraft existiren. 

Ist dagegen die Kraft constant , so muss die Dichte sich als 
eine Function von x, y, z ausdrücken lassen. Ist z. B. die äussere 
'Kraft die Schwerkraft, ist z verticai abwärts gerichtet, so hat 
man 

dx "^ dy "' dz "^^^ 
' Aus den beiden ersten Gleichungen folgt p unabhängig von x und 
und y, also allein abhängig von z. Die dritte Gleichung zeigt 
hiermit , dass auch A nur eine Function von z sein kann , dass also 
A in einer horizontalen Ebene einen constanten Werth haben muss, 
der aber von einer horizontalen Schichte zur andern ein anderer 
sein kann. Da aber d nur von der Pressung und der Temperatur 
abhängt, und auch die erste in einer horizontalen Schichte constant 
ist, so folgt, dass Gleichgewicht in einer schweren Flüssigkeit nurbe- 
stehen kann, wenn die Temperatur in jeder horizontalen Schichte 
constant ist, während sie von einer zur andern sich ändern kann. 
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289. Die Gleichung 

--£-=:Jf^ oder dp = Jf^dx, 

dJk. 

welche die Aenderung der PressAg der Flüssigkeit in der Richtung 
xgibt, sagt, diese Aenderung sei für die Strecke dx gleich der 
nach X zerlegten Kraft, welche die Schichte Flüssigkeit von dem 
Querschnitte eins und der Länge d x in dieser Richtung antreibt, 
wobei die Kraft und die Dichte der Flüssigkeit überall gleich der 
im Punkte x, y, z genommen wird. 

Die Richtung x ist hierbei gan^ willkührlich ; nimmt man d x, 

so dass 

dp = Jf^dx = 

wird, oder dass sich die Pressung in der Richtung dx auf diese 
Länge nicht ändert, so rauss f^ Null sein , also f selbst rechtwink- 
lich auf d x stehen. Geht man von dem Punkte x, y, z ringsherum 
zu solchen Punkten, in welchen p denselben Werth hat, so be- 
schreibt man um x, y, z ein Flächenelement, in welchem die Pres- 
I sung dieselbe bleibt, und auf welchem die Kraft f, welche die Flüs- 

I sigkeitstheilchen angreift, nach dem obigen normal stehen muss. 

Eine solche Fläche, in welcher die Pressung überall denselben Wertli 
hat, nennt man eine Gleichgewichtsfläche, oder gewöhnlicher 
) eine Niveau fläche. Sie steht also in jedem Punkte normal auf 

Sder das Element der Flüssigkeit bei diesem Punkte angreifenden. 
Kraft. 
Geht man von einer Niveaufläche zu einer andern, nächst- 
liegenden, ist in der ersten die Pressung p, in der zweiten p + dp; 
nimmt man ds in der Richtung der Kraft f, so hat marr 

^=:Jfoderdp = Jfds. 

ds ^ 

Der Abstand beider Niveauflächen ist daher dem Producte Jf 
umgekehrt proportional, oder wenn, J constant ist, der Kraft f. 
Die Fläche der grösseren Pressung liegt in <ler Richtung der Kraft, 
' die Fläche der kleineren dem entgegen. 

. In der Regel ist der Druck auf die^ freie Oberfläche einer Flüs- 
_ sigkeit überall derselbe, diese also eine Niveaufläche. 
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Aufgaben über das Gleichgewicht der Flüssig- 
keiten. 

Oleiohgewicht einer schweren tropfbaren Tlttsaigkeit. 

290. Die Pressung. Die tropfbaren Flüssigkeiten sind 
sehr wenig znsammendrückbar. In der Regel vernachlässigt man 
bei ihnen die von ihrer Zasammendrückbarkeit herrührende Aende- 
rung der Dichte. 

Nimmt man die Axe der z vertical abwärts, die der x und y 
aber horizontal, setzt man vorans, dass ausser der Schwere keine 
andere Kraft ^wirkt, so sind die Gleichgewichtsbedingnngen 

dx "' dy ' dz ^^• 
Das allgemeine Integral der letzten Gleichung ist 

z = Jgz + F^ y 

wo F^ eine willkährliche Function von X und y bedeutet Die beiden 
ersten Gleichungen zeigen aber, dass p nach x und nach y constant 
ist; diese willkührliche Function reducirt sich also durch die beiden 
ersten Gleichungen auf eine Gonstante ; hiemach ist 

p = z/g2-f-po, 
wo Po^ die Constantß sein soll. Sie ist die Pressung der Flüssigkeit 
in der Horizontalebene z = 0. 

Dieser Ausdruck von p zeigt, dass die Pressung in einer hori- 
zontalen Schichte überall dieselbe sei, dass die horizontalen Flächen 
Niveauflächen für die schwere Flüssigkeit sind. Ist eine freie Ober- 
fläche vorhanden , in welcher etwa durch die Luft ein constanter 
Druck aaf diese Oberfläche stattfindet, so ist die Pressung in dieser 
Oberfläche gleich jenem Drucke für die Flächeneinheit. Diese 
Oberfläche ist dann horizontal. Ist aber der Drück auf die Ober- 
fläche nicht constant, so ist auch die fr^eie Oberfläche nicht hori- 
zontal. 

291. Gehört der Punkt x, y,'Z der begrenzenden Gefäss- 
wand an , so ist die Pressung p dort durch die obige Formel gege- 
ben. Im Punkte x, y, z findet auf die GefUsswand nach der 



# 
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normalen auf sie ein Druck statt, welcher für die Einheit der 
Fläche gleich p ist. Diesem Drucke muss die Wand durch ihre 
Festigkeit widerstehen, wenn die Flüssigkeit in dem Grefässe in 
Buhe bleiben soll. > 

292. Im Vorstehenden ist die Zusammendrückbarkeit der 
Flüssigkeit nicht beachtet; bei. sehr hohen Flüssigkeitssäulen kann 
man diese aber nicht immer vernachlässigen. 

Wird ein Volumen v^ einer Flüssigkeit durch die allseitig an- 
gebrachte Pressung 1 in das Volum v^ (1— J) gebracht, ist J^ 
die Dichte dieser Flüssigkeit vor der Zusammendrückung und J 
nach dieser, so ist 

v^ J^ = Vj (1 — J) J, woraus 

J = iTZT ^^^^ °^^® ^* (^ "*" ^) > 

da i bei tropfbaren Flüssigkeiten immer sehr klein ist. 

Die Physik lehrt nun, dass diese Flüssigkeit unter die allseitige 
Pressung p gebracht, das Volumen v^ (1 — pj) annimmt, woraus 
ihre Dichte 

z/ = J, (l-f-pj) 
sich ergibt. 

Damit wird die dritte der Gleichgewichtsbedingungen 

^ = ^,(n-p<r)g. 

woraus 1 , /^ ^\ ^ r^ . 

-r-ln(1 -hpJ)=Jtgz + Const. 
o 

Ist der Druck für z = gleich p^ , so erhält man 
1 . 1+p <J ' 

woraus _ +Po^)e^ig'^ - 1 

Da d immer sehr klein ist, so kann man setzen 

,4fi:»* = t+J,gz<J+i(4gz<J)^ 
womit wird 
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P = Po+(H-Po<J)^tg«+|-(H-Po«)^i'gV<J. 

Es ist aber (l+Po^)^ die Dichte der Flüssigkeit unter dem 
Dmpke po ; bezeichnet man diese durch Jq und vertauscht man in 
dem sehr kleinen letzten Gliede einmal J^ mit J^ , was nur einen 
Fehler in den Gliedern mit den höheren Potenzen von d gibt, so 
wird die Formel 

p = Po4-z/ogz4--Jo'g'z'<». 

Druck auf ein ebenes Stück der OefUsswand. 

293. Ist da ein Element dieser ebenen Wandfläche in der 
Tiefe z unter der Oberfläche der Flüssigkeit, ist Po die Pressung in 
dieser Oberfläche; so ist, wenn man die Zusammendrückbarkeit 
der Flüssigkeit vernachlässigt, der Druck der Flüssigkeit auf das 
Element da 

(Po-f- Jgz)da. 

Dieser Druck geht normal auf die Wandfläche , und also für alle 
Elemente der ebenen Wandfläche parallel, ber Druck D auf die 
ganze Wandfläche ist. 

D= /(po -l'z/gz)da = Poa4- JgZoa, 

wenn z^ die Tiefe des Schwerpunktes der Wandfläche unter der 
Oberfläche der Flüssigkeit ist, und a die Grösse der Wandfläche. 

Um den Angriflfispunkt der Resultirenden dieses Drucks zu 
finden , sei b die horizontale Breite der Fläche bei der Ordinate z ; 
s die in der Neigungslinie der Ebene von ihrem Schwerpunkte ab- 
wärts gemessene Ordinate eines Punktes, der in der Tiefe z unter 
der Oberfläche der Flüssigkeit liegt; dami ist der Druck auf das 
Element bds der Ebene gleich 

(Po4-Jgz)bds 
und das statische Moment dieses Drucks in Beziehung auf eine 
durch den Schwerpunkt in der Ebene gezogene Horizontallinie 

8(po-h^igz)bds, 
womit, wenn man s^ die Ordinate des Angrifispunktes der Resul- 
tirenden, des Mittelpunktes des Drucks nennt 
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D8i =: /(po-l-Jg2)sbd8, 



das Integra] über die ganze Ebene ausgedehnt. 

Ist nun a der Neigungswinkel der Ebene gegen die Verticale» 
so ist 

z = Zq -hscosa, 
damit wird 



»Si=/(P( 



JgZQ -f-/igscosa)sbds=: 

= (Po +-jigZo) /sbds + z/gcosa /s^bds. 

Das erste Integral ist Null, weil s vom Schwerpunkte der Ebene 
an gerechnet ist; beim zweiten Integral ist jedes Element der 
Fläche, bds multiplicirt mit dem Quadrate seiner Entfernung von 
der gebrauchten Axe der Momente. Dieses wäre, w^nn bds ein 
Massenelement wäre, das Trägheitsmoment dieser Masse. Man 
trägt nun den Namen. Trägheitsmoment auf alle in gleicher Weise 
gebildete Producte, ob Masseu oder nichts über, und nennt also auch 
das zweite Integral das Trägheitsmoment der ebenen FläcUe für 
die in ihr horizontal durch den Schwerpunkt gehende Axe. Dieses 
heisse Q, dadn ist 

Dsj == JgQcos«. 
vJFür den Werth von'St ^^^ ^a^ damit 
\ — ^gQcos« 

^*'" (Po+^gZo)a ' 
Ist Po = , so wird diess 

Q cos er 



S4=- 



azn 



Für ein Recktöck, dessen Länge in der Richtung der Nei- 
gungslinie 1 ist, während die eine Seite horizontal liegt, findet 
mau 

_ 1 Pcosa 

für einen Kreis vom Hälbipesser r 

r'cosa 
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Druck der schweren Flüssigkeit auf die Wand des Oefässes nach 
einer bestimmten Kichtnng. 

294. Ist da ein Element der irgendwie gestalteten Wand- 
fläche, welche eine Flüssigkeit begrenzt, so ist der Dach der Nor- 
malen auf d a gerichtete Druck der schweren Flüssigkeit auf dieses 
Element 

(Po+^g^)da, 

wenn z die Tiefe dieses Elementes unter der Oberfläche der Flüssig- 
keit bedeutet und Po den Druck auf die Fl^lcheneinheit der Ober- 
fläche. Zerlegt man diesen Druck nach einer horizontalen ' 
Richtung, die x heissen mag, so ist seine Gomponente nach x 

(f^ + Jgz)da.cos(n,x), 
wo (n, x) der Winkel der nach aussen gerichteten Normalen mit 
der Richtung X bedeuten soll. . da.cos(n,x) ist die positiv oder 
negativ genommene Projection des Elementes d a auf eine zu x nor- 
male Ebene y,z, je nachdem (n^x) ein spitzer oder ein stumpfer 
Winkel ist. Denkt man sich nun einen Gylinder, dessen Seiten 
parallel l sind, und dessen Querschnitt gleich dem absoluten 
Werthe von dacos(n,x), durch das Gefass gelegt; geht man in 
diesem von einem Punkte ausserhalb des Gefasses zuerst in dieses, 
wo beim Eintritt der Cylinder eben das genannte Element da aus 
der Gefässwand ausschneidet, während n die Nonnale für dieses 
Element bezeichnet, so ist hier (n,x) ein stumpfer Winkel, und da- 
her die Gomponente des Drucks auf dieses Element negativ und 
gleich 

(Po -f- Jgz) dacos (n,x). 

Beim Weiterfortgehen in diesem Gylinder wird man an die 
Stelle kommen, an welcher er aus dem begrenzten GefUsse aus- 
tritt; ist das Element, das er aus der Gefasswand hier ausschneidet, 
gleich da' und n' die Normale auf dieses Element, so ist die Gom- 
ponente des Drucks auf die Gefasswand nach x ftir diese Stelle 

• (po + /ig z) d a' cos (n', x). 

Aber (n',x) ist beim Austreten nothwendig spitz, daher diese Gom- 
ponente positiv, und weil 

da'cos(n'x) 
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ebenfalls die Grösse des Qaerschnitts des Cylinders ist 

(Po H- Jgz)dacos(n,x) + (p^^ -}- Jgz)da'cos(n',x) = 0. 
Sollte für das weitere Fortgehen in dem Cylinder ein abermaliges 
Eintreten in das Gefass stattfinden, so wird diesem ein abermaliges 
Austreten folgen, nnd die Summe der Drücke auf diese beiden 
Elemente der Wand in der Richtung der x abernials Null sein. 

Denkt man sich aber durch die ganze Masse solche mit x pa- 
rallele Cylinder gelegt, so sieht man, dass sich alle Drücke auf die 
feste Wand des Gelasses nach x zerlegt, paarweise aufheben, also 
der Druck der Flüssigkeit auf die ganze Grenzwand in der Richtung 
von X gleich Null ist. 

Ein irgend wie gestaltetes Gefäss mit einer festen Wand wird 
daher durch die i^ demselben befindliche Flüssigkeit nach keiner 
horizontalen RicI^ng bin gedrückt. 

Denkt man sich ebenso verticale Cylinder durch die Flüssig- 
keit gelegt, und tritt einer von diesen durch die freie Oberfläche 
ein, und in der Tiefe z wieder aus, wo er das Element da aus der 
Wandfläche ausschneidet, so ist der verticale Druck auf dieses 
Element 

(Po + Jgz)dacos(n,z). 

dacos(n,z) ist hier die Horizontalprojection von da, also der 
Querschnitt des Cylinders und ^gzdacos(n,z) das Gewicht der in 
diesem Cylinder befindlichen Flüssigkeitsmasse. Ist py der Druck 
etwa der atmosphärischen Luft, welche das Gefäss rings umgibt, 
und vernachlässigt man den Unterschied von po in verschiedenen 
Höhen, so- wird auf die Aussenseite des Gefässes, so weit dieses 
in den betrachteten Cylinder fällt, der Druck der Atmosphäre 

Po d a cos (n, z) 
von unten nach oben sein, welcher den entsprechenden Druck von 
oben nach unten aufhebt. Durch die Flüssigkeit selbst wird daher 
auf das betrachtete Element ein verticaler Druck abwärts ausge- 
übt, welcher dem Gewichte der Flüssigkeit in dem Gefasse verti- 
cal über diesem Elemente gleich ist. 

Tritt der Cylinder erst in der Tiefe z^ in das Gefäss und bei 
z, wieder ans, sind da^: und n^ ; da, und n, die Elemente der 
Gefasswänd und die Normalen auf diese Elemente beim Ein- und 
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Aastritt, so ist der verticale Druck der Flüssigkeit auf diese bei- 
den Elemente zusammen 

dgz^ dyi cos(ni,z)-h^igZ2 da^ cos(n2,z). 

Nun ist daiCOs(ni,z) der negativ geilommene und dajCOs(n, ,z) 
der positive Querschnitt des betrachteten Cylinders, welcher dq 
heissen soll ; daher obiger Druck 

d. h. das Gewicht der in dem Gefasse innerhalb des betrachteten 
Cylinders befindlichen Flüssigkeit, wie bei dem zuerst betrachteten 
Falle. Es ist daher der verticale Druck aller in dem Gefässe be- 
findlicher schwerer Flüssigkeit gleich deui Gewicht^ dieser Flüssig- 
keit. Auch geht aus den Betrachtungen hervor*, dass die Resul- 
tirende dieses Drucks durch den Schwerpunkt der Flüssigkeit in 
dem Gefasse geht. 

Dasselbe Resultat erhält man begreiflich in viel einfacherer. 
Weise durch andere Betrachtungen, 

Der Auftrieb einer schweren Flüssigkeit. 

295. Betrachtet man in gleicher Weise , wie in der vorher- 
gehenden l^^ummer, den Druck auf einen in der Flüssigkeit befind- 
lichen festen Körper,* so findet man, dass dieser nach irgend einer 
horizontalen Richtung hin keinen Druck erleidet, dass er aber ver- 
tical aufwärts einen Druck erleidet , welcher gleich ist dem Ge- 
wichte der Flüssigkeit, welche den Raum des Körpers erfüllen 
würde, wenn dieser ganz untergetaucht ist, oder welcher den Raum 
des untergetauchten Theils des Körpers erfüllen würde, diesen 
durch eine horizontale Ebene in der Oberfläche der Flüssigkeit ab- 
geschnitten. Diesen Druck vertical aufwärts nennt man den Auf- 
trieb der Flüssigkeit, und drückt obigen Satz gewöhnlich so 
aus; der Auftrieb einer Flüssigkeit auf einen eingetauchten Körper 
ist gleich dem Gewichte der verdrängten Flüssigkeit. 

Man sieht zugleich aus jden obigen Betrachtungen , dass der 
Auftrieb einer Flüssigkeit durch den Schwerpunkt der verdrängten 
Flüssigkeit geht. 

Holte mann, theorot. Meebanik. 21 
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Gleichgewicht in schweren rotirenden tropfbaren Flttsngkeiten. 

296. In einem cylindrischen Gefasse mit verticaler Axe be- 
findet sich eine um diese mit der constanten Winkelgeschwindig- 
keit 0} rotirende schwere Flüssigkeit; die Bedingungen des 
Gleichgewichts für diese Flüssigkeit anzugeben^ 

Nimmt man ein Goordinatensystem an, das um die verticale 
Axe der z , welche mit der Aze des Gefässes zusammenfallen soll, 
mit der Winkelgeschwindigkeit a> rotirt, so ist die Flüssigkeit für 
fiieses Axensystem in relativer Ruhe, um die Bedingungen dieser 
relativen Ruhe zu erhalten, hat man nach (Nro. 138) zu den Kräf- 
ten, welche ein Element dm in der Entfernung r von der Drehaxe 
angreifen, die Centrifugalkraft dmroi^ in der Richtung Ton r hin- 
zuzufügen. Damit werden die Gleichungen für die Pressung der 
Flüssigkeiten an der Stelle z^r 

dz dr 

Die erste Gleichung gibt 

1 

p = Jgz-f-jP^; die zweite p = —-^r' Ol* -HF^; 

I wo F^ und F^ willkührliche Functionen, respective von r und von z 

sind, welche je durch die andere Gleichung bestimmt i^erden. So 
erhält man 

' p = Po-hJgz-f-Y4r'i»', 

wo Po die Pressung in der Axe bei z = ist. 

Für eine Niveaufläche hat man p — p© constant; die Gleichung 
gibt als l^eridiancurve der Niveaufläche eine Parabel mit der Axe 
z, deren Scheitel in der Tiefe 

4g 



liegt, and deren Parameter 

um so grösser ist, je kleiner die Winkelgeschwindigkeit ist. 



3_ 
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Ist für die Oberfläche p = Po coostant, so ist die Gleichung 
dieser 

Sind zwei Flüssigkeiten übereinander , welche mit verschiede- 
ner Geschwindigkeit um dieselbe Äxe rotiren , so mass in jeder die 
Gleichung (a) bestehen, nur kann die Constante in der zweiten 
Flüssigkeit einen andern Werth haben, als in der ersten. Ist /l 
die Dichte der oberen Flüssigkeit, co ihre Winkelgeschwindigkeit, 
und Po der Druck in ihr bei z = und r = , so ist für sie 

1 

p = Po+Jgz-l--^^ir'i»^ 

Sind für die zweite, untere Flüssigkeit J^ und «^ die Dichte 
und die Winkelgeschwindigkeit, so ist in ihr 

p=: J^ gz + -jr^x r^a)i*-f-Const. 

Für die Trennungsfläche beider Flüssigkeiten müssen die Pressun- 
gen sich aus beiden Gleichungen identisch ergeben ; sind daher z^ 
. und r^ die Coordinaten der Trennungsfläche, so hat man 

(pö — Cönst) = (z/, — ^i)gzi + y r, '(z/t Wi ' - zf Ol'). 
Ist noch Z4 für r^ = gleich z\ , so wird 

= (4-zf)g(z',~zj-lr,^(4a,,'-J«)^), 

welches die Gleichung der Meridiancurve der Trennungsfläche ist 
Man sieht, diese ist eine Parabel mit der Axe z^ deren Scheitel 
bei z\ liegt, und deren Parameter 

ist. Dabei ist die Parabel nach oben oder nach unten gekehrt, je 
nachdem dieser Ausdruck positiv oder negativ ist, was von den 
Drehgeschwindigkeiten der Flüssigkeiten abhängt 

Druck auf einen in die rotirende Flüssigkeit gesenkten Körper. 

297. Ist in die rotirende Flüssigkeit ein Körper gesenkt , so 
erleidet der Auftrieb auf ihn durch die Rotation der Flüssigkeit 

j 21» 
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am eine verticale Axe keine Aenderung, wie man sich leicht durch 
die Betrachtung eines^ cylindrischen verticalen Elementes über- 
zeugt. 

Zerlegt man ferner den Körper in horizontale, parallelepipe- 
dische Elemente, deren Seiten parallel mit x gehen, von welchen 
wir eines betrachten, das bei y, z liegt, und den Querschnitt dydz 
hat, für welches femer x^ und x, die Goordinaten des Eintritts in 
den Körper und des Austritts aus diesem sind, so ist die Gompo- 
nente des Drucks der rotirenden Flüssigkeit auf die Aussenfläche 
dieses Elementes in der Richtung von x 

-•(po+zrgz + ^z/(x,'+y»)a>»)dydz-l- 
•+■ (po -H ^gz + Y J(xt *-f y^)ai') d y dz = 
= — ~ ^i(x2 ^ — Xj ') «M y d z = 



= -'J(x2 --Xt)dydz ^ ^ * 0} 



2 

d. h. gleich der negativ genommenen Gomponeote nach x der Cen- 
. trifugalkraft, welche der das Volumen dieses Elementes erfüllenden 
Flüssigkeitsmasse 

J(X2— X4)dydz 
zukommen würde, wenn sie in dem Mittelpunkte dieses Elementes 
oder in der Entfernung 



VQ^y 



y* 



von der Drehaxe entfernt wäre. 

Nennt man die Masse des betrachteten Elementes dm; x' die 
Entfernung seines Mittelpunktes von der Ebene y, z, so ist die 
oben berechnete Componentß des Drucks 

— x'dmcö', 
und diess gibt für die JSumme dieser Gomponenten nach x für den 
ganzen Körper 

— 0)^ / x'dm= — w'mXo, 
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wenn x^ die Coordinate des Schwerpunktes der den Raam des 
Körpers gleichmässig erfüllenden Flüssigkeit, and m die Masse 
dieser Flüssigkeit bedeutet. 

Setzt man diese Gomponenten zu einer Kraft X zusammen, - . 
so liegt der Angriffspuisikt dieser Kraft bei den Goordinaten y' und 
z' , welche durch 

— 01^ /x'ydra = — w^mx^y' und 

— w' /x'zdm = — -oo^mx^z' 

bestimmt sind. 

Ebenso findet raian die Componente des Drucks auf den Kör- 
per in der Richtung der y Axe 

T=-a)*myo, 
wo yo die Entfernung des Schwerpunktes der den Körper gleich- 
förmig erfiillenden Masse m von der Ebene xz ist; die Goordinaten 
x" und z" des Angriffspunktes vo,n T ergeben sich aus 

/y'xdm = my^x" und /y'zdm = myo z". 

Legt man die Axe der x durch den Schwerpunkt des gleich- 
förmig mit Masse erfüllten Volums des Körpers, so ist Y = 0, aber 
die Momente von T werden nicht gleich Null, wenn nicht die Axe 
der y eine Hauptaxe des gleichförmig dichten Körpers ist. Im 
Allgemeinen wird sich daher der Druck der rotirenden Flüssigkeit 
reduciren auf eine Kraft X, welche den Körper in der Richtung von 
seinem Schwerpunkte durch die Axe z gegen diese hintreibt, und 
in ein Kräftepaar, welches den Körper um seinen Schwerpunkt zu 
drehen strebt. 

Sind die Axen x, y, z Hauptaxen des Körpers, so geht der 
Druck der Flüssigkeit durch den Schwerpunkt des gleichförmig dicht 
erfüllten Volume des Körpers. 

Nimmt der Körper an der Rotation um die z Axe Theil, was 
jedenfalls durch den Stoss der Flüssigkeit, der oben nicht beachtet 
ist , eintreten wird , so wirkt auf den Körper seine eigene Gentrifu- 
galkraft gleich m^ r^ <»', wenn m^ die Masse des Körpers r^ die 
Entfernung des Schwerputiktes von der Axe der z ist. Ist der 
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Körper homogen, so ist r^ gleich dem oben gebrauchten x^. Neben 
dieser Kraft wirkt auch hier ein Ejräftepaar anter denselben Um* 
ständen , wie oben. 

Nimmt man den einfacheren Fall , dass die Kräfte- durch den 
^Schwerpunkt des homogenen Körpers gehen , so wird dieser durch 
die Kraft 

(m^ — m)r^ cd' 

von der Axe weggetrieben. Bezeichnet man das Volumen des Kör- 
pers mit V , die Dichte mit d^ und die der Flüssigkeit wie bisher 
mit J, so lässt sich dieser Ausdruck durch 

V(J, -J)r,a)* 
ersetzen. 

Diese Kraft , welche man bei d€?r Aufbereitung der Erze ver- 
wendet, ist also proportional dem Volumen, der Differenz der 
Dichten und dem Quadrate der Rotationsgeschwindigkeit, und kann 
durch Erhöhung der letztern bis zu sehr grossen Werthen , selbst 
bei geringen Differenzen der specifischen Gewichte gesteigert 
werden. 

Kommt ein Körper in die rotirende Flüssigkeit , so wird er von 
dieser zuerst gegen die Axe gezogen , bis er durch den Stoss der 
Flüssigkeit eine hinreichende Rotationsgeschwindigkeit erhalten 
hat. Ist seine Dichte grösser, als die der Flui^sigkeit, so wird er 
dann wieder mit beschleunigter Bewegung von der Axe weggewor- 
fen, während der weniger dichte Körper in der Axe bleibt. Diess 
die bekannte Erscheinung bei Wirbeln. 

Die Fress^g in einer tropfbarflttssigen Kugel, deren Theile gegen- 
seitig gravitiren. 

298. Ist p die Pressung in einem Punkte A in der Entfer- 
nung r vom Mittelpunkte einer Kugel aus tropfbarer Flüssigkeit, 
deren Theile sich umgekehrt proportional dem Quadrate ihres Ab- 
standes anziehen , der allgemeinen Gravitation unterworfen smd, ist 
V die Potentialfunction in dem Punkte A und J die Dichte der 
Flüssigkeit an dieser Stelle, so wird eine der Gleichungen (55, 
Nro.287). 
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dp ___ dV 
dr"" ^^dr' 
woraus, wenn A als constant betrachtet wird 
;p-Po=zf(Vo-V) 
sich ergibt, wo Po die PressAg an der Stelle ist, an welcher die 
Potentialfanction den Werth V,, hat. 

Für eine homogene Kugel vom Halbmesser B ist die Potential- 
function hier 

V=~27rf4(R'-rO-^^^r^ 

wo f die Gonstante der Gravitation ist ; das negative Zeichen ent- 
spricht der Anziehung. 

Ist {)o die Pressung an der Oberfläche, constant, so ist 

und damit 2 -^,.-.j ' v 

was für den Mittelpunkt der Kugel die Pressung 

gibt. 

Für die Erdoberfläche haben wir für die Anziehung der Ein- 
heit der Masse durch die Erde die beiden Ausdrücke (m^ die Masse, 
Rj der Halbmesser der Erde) 

f m 

— -^ = g -4- X w ' cos /? , (vgl. Nro. 1 40) 
Kl 

oder wenn man die Masse m^ der Erde gleich 

-ttR^'J, 

setzt, wo A^ die mittlere Dichte der Erde ist, und wenn man 

g H- xw'cos/5 durch g^ bezeichnet 

4 
~7rf4Ri=g4. 

Substituirt man den Werth der Gravitationsconstante hieraus in 
den obigen Ausdruck für die Pressung , so findet man 



P-Po-^f^f^'R' 
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* P = P- + -2^- 

Man sieht aas diesem Ausdrucke , dass. die Zunahme der Pressung 
im Innern der Kugel nur dann erheblich wird, wenn der Halbmesser 
der Kugel beträchtlich gegen den ^rdhalbmes3er wird. Für eine 
Wasserkugel vom Halbmesser 1000 Meter,. hat man nahe 

j^^j_, R _ 1000. 27r 

J, ""5,6' B, ■" 40000000 
und findet damit p = p^ h- 0,014 Jg^ , 

wa? sagt , der Druck nimmt von aussen bis zum Mittelpunkte um 
den Druck einer schweren Wassersäule von 0,014 Meter Höhe zu. 

Gleichgewicht einer elastischen Flüssigkeit. 

299. Elastische Flüssigkeiten, Gase, Dämpfe befolgen mehr 
oder minder genau das Boyle-Gay Lüssac' sehe Gesetz, wonach 
p = k^(a + ö) (a) 

ist, wo p die Pressung des Gases, J seine Dichte, & die Tempera- 
tur , k und a aber Gonstanten sind. Ist die Temperatur in Graden 
nach der Skale von Celsius angegeben, so ist a sehr nahe für alle 
Gase gleich 273. Der Werth von R bestimmt sich aus folgendem. 
Unter einem Drucke, der gleich dem einet Quecksilbersäule von 
0,760 Meter Höhe und 0*^ Temperatur ist, ist die Masse der in 
einem Kubikmeter enthaltenen atmosphärischen Luft von 0° Tem- 
peratur nach den Bestimmungen vonRegnault 1,2932 Kilogramm. 
Setzt man also in obiger Formel 6, = 0; z/= 1,2932'; und nimmt 
somit das Meter als Längeneinheit , so ist p gleich dem Gewichte 
einer Quecksilbersäule von 0"*,760 Höhe und einem Quadrameter 
Querschnitt, was gleich 

13,596 X 1000X0,760 Xg 
ist. Damit erhält man für atmosphärische Luft- 

k= 29,272. g. 
Für ein Gas , das bei gleicher Pressung und gleicher Temperatur 
s mal so dicht ist , als atmosphärische Luft , dessen specifisches 
Gewicht gegen atmosphärische Luft s ist, findet man 
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^^ 29,272. g > 

s 

Diesen Zahlen liegt das Meter als Länge^neinheit und das Kilo- 
gramm als Einheit der Masse zu Grunde. 

PreMung in ruhender sohwerer Luft von conttanter Temperatur. 

300. Nimmt man die Coordinatenaxe der z vertical aufwärts, 
die der x und y aber horizontal, nimmt man an, die, Schwerkraft 
könne in dem betrachteten Baume als überall gleich gross und pa- 
rallel betrachtet werden, so ist, wenn p die Pressung der Luft bei 
X, y, z ist, die Dichte aber J 

dx ' dy 'dz ^ 

Die beiden ersten Gleichungen geben p constant nach x und 
y; die dritte gibt mit der Gleichung (a) der vorhergehenden Nummer 

dp . 
k(a + Ä)y = -g, . 

k(a-he)ln2lz=gz, (b) 

wenn p^ die Pressung der Luft bei z = ist. 

Die Pressung ist also in jeder horizontalen Schichte constant, 
und nimmt nach oben nach dem Gesetze der vorstehenden Formel 
ab , um so langsamer je grösser % ist. 

Oleichgewicht der mit der Erde rotirenden Atmosphä^re. 

301. Man hat hier zu der Anziehung, welche von der Erde 
auf ein Theilchen der Atmosphäre ausgeübt wird, fiir die relative 
Ruhe der Atmosphäre gegen ein mit der Erde fest verbundenes 
Axensystem die an diQsem Theilchen wirkende Centrifugalkraft als 
entgegengesetzte Führungskraft zuzusetzen, worauf die Gleichun- 
gen (Nro. 287) unverändert bleiben. Nimmt ma^ den Ursprung 
der Coordinaten im Mittelpunkte der Erde , legt die Axe der z in 
die Richtung der Erdaxe, x tind y rechtwinklich darauf, so sind mit 
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der Umdrehungsgeschwindigkeit w der Erde die GompoDeoten der 
Centrifugalkraft für die Masseneinheit an dem Orte x, y, z nach 
den drei Axen 

xw', yw'ündO. 

Ist die Potentialfdnction der Masse der Erde in dem Punkte 
X, 7, z gleich Y, ä die Dichte und p die Pressung der Luft an die- 
ser Stelle, so ist 

dx dx dy dy "^ 

dp ^dV 

dz dz 

Mit der Gleichung (a) in (Nro. 299) erhält man hieraus, wenn man 
die Temperatur als constant behandelt 

k(a + »)lnp=~V4-i(x' + y*)w'H-C, 

wo C eine Gonstante nach x, y und z ist. Diese Constante be- 
stimmt sich aus der Pressung, welche an einem bestimmten Punkte 
der Atmosphäre stattfindet; ist p =Po föf x, y, z gleiöh x^, y^, z^» 
und ist V = V^j für diesen Punkt, s6 hat man 

k(a + 0)ln^ = V-V,+l[x„' + y.»-x»-y»Jw'. (c) 

P . -^ 

Man sieht hieraus, dass die Niveaufläche der Atmosphäre, 
d. h. eine Fläche, in welcher der Druck p constant ist, nicht mit 
der Niveaufläche der Potentialfunction zusammen fällt. Ist die 
Atmosphäre nach unten durch eine tropfbare Flüssigkeit, das 
Meer, begrenzt, so erhält man für diese al& Gleichgewichtsbedin- 
I guQg» wenn ^ die Dichte derselben ist 

- p-p,=5[v-V.+i(xo'+yo^-x'-y')]w^ (d) 

wobei vorausgesetzt ist, dass der Punkt x« , yo> Zq der Grenzfläche 
beider Flüssigkeiten angehöre, so dass jn ihm Po und V^ für beide 
Flüssigkeiten denselben Werth haben. 

In der Grenzfläche zwischen beiden Flüssigkeiten musd p den- 
selben Werth aus (a) und (b) erhalten, oder es muss 
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p 6 

sein, woraus p coDSitant, nnd weil es in x^, y^, z« gleich p« ist, über- 
all gleich diesem folgt 

Mit p = Po erhält man aus beiden Gleichungen die Gleichung 
der Grenzfläche zwischen Atmosphäre und Meer 

oder wenn man Xq , yo , Zg in der Erdaxe nimmt 

= V-V.-l(x' + y»)w'. (e) 

Setzt man annäherungsweise die Potentialfonction der Erde in 
x,y,z gleich 

_fm 
r 

wo f die Gonstante der Gravitation, m die Masse der Erde und 

r' = x» + y»-f-z* 
ist ; und setzt man noch 

ro'farXo'-l-yo*-hZo', 
nimmt man die beiden Punkte x, y , z und x^ , y^ , z^ auf demselben 
Halbmesser der Erc^e, für welchen die Winkel r,z = ro, z gleich 

TT 

~ — /? sind , so wird die Gleichung (c) 

k(a + e)ln-^ = fm(l--i)-l(r'-r,»)w»C08/?». 

Ist g die Beschleunigung der Schwere in x^ , y^ , z^ , so kann man 
setzen 

fra 7 /,j 

g = — j^ — ro wcos/?', womit 

obige Gleichung wird 

Diese Gleichung kann man gebrauchen , um annähernd aus 
der an der Erdoberfläche beobachteten Pressung p^ die in der Höhe 
r — ro über dieser Stelle stattfindende zu berechnen, oder umgekehrt 
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aas den beiden beobachteten Pressungen die Höhe r — Tq. Zam 
letzten Zwecke berechnet man zuerst annähernd 
^^ k(a-h6) ^^p, 

g P 

nnd damit, indem man r« + h in den übrigen Gliedern for r setzt 

r~r. = bH-— . 

wenn man die höheren Potenzen TOn — nnd ebenso b^w' gegen 
diese Glieder Temachlässigt 

302. Ein in die rotirende Atmosphäre eingetauchter Körper 
erleidet von dieser einen Auftrieb und Drucke, welche von der Gen- 
trifugalkraft der Lull herrühren. Ist der Körper nicht sehr ausge- 
dehnt, so kann man die Dichte der Luft, welche mit ihm in Berüh- 
rung steht, als constant betrachten, und ebenso die Schwerkraft. 
Dann ist der Auftrieb wie in (Nro. 295) zu berechnen, und die 
Drucke der CentrifugaUuraft wie in (Nro. 297). Für wärmere Luft 
in kälterer bei derselben Pressung ergibt sich hiemach ein Druck 
vertical aufwärts, und ein normal gegen die Erdaxe gerichteter 
Druck. Ist Y das Volumen der warm^i Luft und 6| ihre Tempe- 
ratur, während B die Temperatur der umgebenden kalten Luft ist, 
so ist der Auftrieb weniger dem Gewichte der warmen Luft 

wo J die Dichte der kalten Luft ist. Der Druck der aus der Cen- 
trifngalkraft gegen die Erdaxe herrührt, ist 

wo r die Entfernung der Lufimasse tou des. Erdaxe und w die Um- 
dreJiungsgeschwindigkeit der Erde bedeutet Ist B der Erdhalb- 
messer Us zu dorn Schwerpunkte der warmen Luft gemessen und ß 
fie Pblhche des Orts dersdben, so ergibt sich hieraus eine verti- 
cal anfwirts gehende Kraft 

V^^^(g-Rw=cos^') 
a-i-Wj 
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« 

und eine auf unserer Erdhälfte gegen Norden geriehtete Kraft 

VJ-^i-=-^Rw^sin/?cosÖ. 
a + ö^ 

Die warme Luft wird also in der kalten aufwärts steigen , und zu- 
gleich gegen Morden abfliessen , kältere Lctft in wärmerer dagegen 
abwärts sinken und gegen Süden fliessen. 



Hjdradjnamik. 

303. Die Lehre von der Bewegung flüssiger Körper nennt 
man Hydrodynamik. Ihre Aufgabe hat sie gelöst, wenn sie für 
jedes Theilchen der betrachteten Flüssigkeit die Lage für jede Zeit 
angeben kann. Sind x, y, z die rechtwinklichen Coordinaten eines 
Atoms der Flüssigkeit zur Zeit 0, undx + 5> JH-^» z-hf zur 
Zeit t, so muss die vollständig gelöste Aufgabe J, i; und f als Func- 
tionen von X, y und z und von der Zeit anzugeben wissen. 

304. Setzt man in den Gleichungen (53, Nro. 272) x -f J, y 4- iy, 
z-h f , für X, y, z und X, = Y^ = Z, = — p; X^ = X. = Y, = 0, 
so werden sie 






+jf =j- 



vt' 



_dp_^ .. .d*f 

Die Pressung p an der Stelle x + 5> y-l-^?>z + f kann als 
eine Function der anfanglichen Coordinaten x, y, z des betrachte- 
ten Elementes und von t ausgedrückt werden. Dann hat man 
^P.^ dp /- dg\ dp d^ dp dC 

dx^d(x + J) V dxy"^d(y + ij) dx"^d(z + ö d^t ' 
womit man mit obigen Gleichungen erhält 
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und ebenso 
dy 



Diese drei Gleichnngen enthalten vier Unbekannte |, rj, ^and 
p ; es mass also noch eine vierte Bedingung zu ihrer Bestimmnng 
existiren. Diese ist die Unveränderlichkeit der Masse des betrach- 
teten Elementes. 

Ist bei den anfänglichen Goordinaten x, y, ^ die Dichte an- 
fänglich Jo>^o is^ di6 Masse des Elementes dxdydz gleich 
^^dxdydz, nnd diese bleibt während der Bewegung dieselbe. 
Nun kommen aber die Punkte 

X, y, z nachx-hj, y + ij^, z + f 

x + dx, y, z nachx-f-5-fdx-f-— dx;y-f-ij -h-r^dx; 

2-l-f+^dx; 
dx 

di d« 

x,y-f-dy,z nach x-f-J-h — dy; y -Hij + dy + -j-^dy; 

x,y,z-l-d2 nach x-f-J-h— dz; y + ij-h-^dz ; 

z-f-f+dz-f^dz. 
dz 

Aus dem rechteckigen Parallelepiped dxdydz wird daher bis auf 
unendlich kleine höherer Ordnung ein im allgemeinen schiefwink- 
Uches, dessen Seiten die.Projectionen 
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[dydz multiplicirt mit 
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Ldx 
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(67) 



oder mit der Determinanten der obigen Projectionen ist Daraus 
ergibt sich diese Determinante gleich — ^ wenn /H die Dichte der 
Flüssigkeit an der Stelle xH-J, y H-ij, z4-f ist. 

305. .Statt dieser vier Gleichungen, welche, wie man sieht, 
die Bewegung eines einzelnen Elementes der Flüssigkeit verfolgen, 
und welche Lagrange aufgestellt hat, nimmt man gewöhnlich an- 
dere , welche die Gomponenten der Geschwindigkeiten der Flüssig- 
keit an einer Stelle, deren Coordinaten x, y, z sind zur Zeit t be- 
stimmen. Hier sind x, y, z nicht wie in den vorhergehenden Num- 
mern die Coordinaten eines Flüssigkeitselementes zur Zeit t = 0, 
iBondem zur Zeit t, also was bisher mit Xj4-5, yH-iJ» z + f be- 
zeichnet wurde. 

Nennt man u, v, w die Gomponenten der Geschwindigkeit nach 
den drei Coordinatenaxen bei x, y, z zur Zeit t, wächst u in der Zeit 
dt um u'dt; v um v^dt; w umwMt, so sind die Gleichungen 
der Bewegung (53, Nro. 272) 

dz • 
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u' dt ist hier die ganze AendeLung von u, welche aus der YersChie- 
bnng des Theilchens und aus der Aenderung der Zeit sich ergibt. 
Man hat 

^ du du dx du dy du dz 

^ "" dt "^dx dt "^df dt "*"dz d7' 

oder weil dx dy dz . 

> di=''' dt="'dt=^'«'' 



die Gleichnngen der Bewegung 






1 dp du da 
J dx ~ » dt °dx 


du 
"'IT- 


du 
-^dz 


1 dp _ dv dv 
J dy ~ ' dt "dx" 


dv 
-^dy- 


dv 
dz 


1 "dp , dw dw 

J dz ^ ' dt °dx 


dw 
-'dy- 


dw 
dz 



(58) 



Um die ünveränderlichkeit der Masse auszudrücken, denke 
man sich das Parallelepip^d dxdydz, despen Dichte J sei. Durch 
die Fläche dydz fliesst in der Zeit dt die Flüssigkeitsmenge 

Judydzdt 
ein, während in derselben Zeit durch die gegenüberliegende Seite, 
welche dieselbe Grösse hat , die Masse 

d(Ju) 



Qj^^^^i^y^^.^t 



ausfliesst. Hierdurch nimmt die Masse der Flüssigkeit in diesem 
Parallelepiped in der Zeit dt zu um 

-l^dxdydzdt. 

dx "^ 

Berechnet man ebenso die durch die Flächen dxdz und dydz zu 
und abfliessende Flüssigkeitsmenge,, so e):hält man die in der Zeit 
dt mehr zu als abfliessende Masse 

V dx dy dz y "^ 

nennt man dJ die in ^ der Zeit dt eintretende Vergrösserung der 
Dichte , so ist dieses mehr gleich 

dJdxdydz, 
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woraus die Gleichung 

dJ ^ d(Ju) ^ d(Jv) ^ d(Jw) ^^ 
dt dx dy dz 

Für eine tropfbare, nicht zusamniendrückbare Flüssigkeit wird 
J constant, und damit diese Gleichung 

du_^dv^dw^ (60) 

dx dy dz 
während bei einer elastischen Flüssigkeit noch die Gleichung 
(Nro.299) 

p = kJ(a-he) 
existirt. 

Diess sind die von Euler aufgestellten Gleichungen.- 

306. Für diB freie Oberfläche einer tropfbaren Flüssigkeit er- 
gibt sich eine besondere Grenzbedingung. Ist 

z-f , 

die mit der Zeit veränderliche Gleichung tlieser Oberfläche; nimmt 
man in ihr einen Punkt x, y, z, und beschreibt von diesem weg 
das Parallelepiped dxdydz, so wird dieses zum Theil in die Flüs- 
sigkeit, zum Theil ausser diese fallen. Ich nehme an, dz sei so 
gross genommen, dass die zu x, y parallele und in der Tiefe z + dz 
liegende Fläche dxdy nicht von der freien Oberfläche getroffen 
wird, sondern ganz in der Flüssigkeit liegt , was immer möglich sein 
wird, wenn die Richtung z so gewählt ist, dass sie mit der Norma- 
len auf die Oberfläche in x, y, z einen nicht zu grossen Winkel 
bildet. 

Dann sei durch xH-dx, y, z4-rfz ein zweiter Punkt der freien 
Oberfläche gegeben, für welchen 

öz=z-—äx 
dx 

ist. Von dem Rechtecke dxdz fällt damit in die Flüssigkeit die 
Fläche 

dxdz— --r-dxrfz = dxdz— — T—dx', 
2 2 dx 

Holtsmann, theoret. Mechanik. 22 



338 IV. Kräfte an einem Körper* dessen Theile yerschiebbar etc. 

und das hierdurch in der Zeit dt zufliessende Fllissigkeits- Volum 

ist 

1 df 



V 



rdxdz-:^ f^dx^^dt. 
V 2 dx y 



Die mit z parallelen Seiten der gegenüberliegenden Fläche des Pa- 
ralietepipeds dxdydz sind, so weit sie ausser der Flüssigkeit 
liegen 

3— dy und 3— dy + T— dx, 
dy •' dy "^ dx 

wenn man die unendlich klemen der zweiten Ordnung gegen diese 
der ersten weglässt. Damit ergibt sich der Theil des betrachteten 
Parallelogramms, welcher in die Flüssigkeit taucht 

A A ^^^A A 1 ^^A 2 

dxdz— 3— 'dydx-- — v^^x"^ 
dy 2 dx 

und das abfliessende Volum der Flüssigkeit 

(v + 5ydy) (dxdz-^dxdy-l ^ds')dt. 

woraus das hierdurch in das Parallelepiped dxdydz in der Zeit dt 
mehr zu als abgeflossene Volum gleich 

^^A A A. 

vr;— dxdydt 

dx '' . 

'mit Weglassung der ünendlichkleinen höherer Ordnung sich ergibt. 
Ebenso findet man für die Flächen des Parallelepipeds , die gleich 
dydz sind, die Zunahme der Flüssigkeit im Parallelepiped 

u-r—dx'dydt. 

■<äy . 

In der Richtung normal zu z ist das betrachtete Volum auf 
einer Seite durch die freie Oberfläche begrenzt, auf der andern 
durch die Fläche dxdy; durch die erste tritt keine Flüssigkeit ein, 
durch die zweite dagegen das Volum 

w dxdy dt 
aus, oder dieses Volum mit dem Zeichen — zu. Diese drei Zu- 
nahmen des Volums der Flüssigkeit in dem Räume dxdydz erge- 
ben eine Aenderung der freien Oberfläche in der Zeit dt, welche 
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dz 
bei X, y, z die Zunahme der Coordinäte z um -tt dt geben soll. 

Dann ist die Abnahme des betrachteten Voluras der Flüssigkeit in 
dem unveränderlichen Parallelepiped dxdydz bis auf unendlich 
kleine höherer Qrdnung 

dxdy^dt. 

womit endlich dz d f d f . 

dt dx dy 

sich ergibt, als Bedingungsgleichung fiir die freie Oberfläche. 

Schreibt man die Gleichung der freien Oberfläche in der Form 

so nimmt obige Gleichung die Form an 

dF dF dF dF ^ ,^,. 

-— + u— - + V— -hWj- = 0. (61) 

dt dx dy dz ■ "^ 

Ist die betrachtete Oberfläche keine freie, sondern die an einer 
festen Wand anliegende, deren Gleichung 

F =0 

ist, so fällt das erste Glied dieser Gleichung weg. 

307. Für die freie Oberfläche einer tropfbaren Flüssigkeit 
ist in der Regel die Pressung constant, daher dort die vollständige 
Ableitung von p nach der Zeit gleich Isull oder 

^^ + u^ + v^ + ^^=0. (62) 

dt dx dy dz . 

Ist die Pressung nicht constant, sondern von der Zeit abhängig 
gleich P, so wird die rechte Seite dieser Gleichung 

dP 

dt' 

Die Bedingungen in dieser und der vorhergehenden Nummer 
dienen dazu, die durch die Integration eintretenden willkührlichen 
Functionen zu bestimmen. 

308. Eliminirt man aus den Gleichungen (58) p , indem man 
die erste nach y, die zweite nach x ableitet und dann abzieht, so 

22* 
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fallt, im Falle' die Kraft einer Kraftfunction entspricht (Nro. 229), 
zugleich mit p auch die Kraft ans diesen Gleichungen weg. Dann 
erhält man , wenn man der Kürze wegen 
dv du - 

dr-d7=2y. 



setzt, unter der Voraussetzung einer constanten Dichte 

dz ^Ux^dyJ 



«dv « dy « dy « dy ^ /^du dV^ 

2-rf =-2ut^-2v-^ — 2w-r^-2y(- h^ 

dt dx dy dz ' Vdx dy> 



dw dv dw du 
dx dz dy dz 

Bezeichnet man die totale Ableitung von y nach allem t, dem 
explicit vorkommenden wie dem in x , y , z , implicirt vorkommen- 
den mit 

9y . 

3t' 
so ist 9y dy dy dy dy 

X dt dt dx dy dz 

und also mit der obigen Gleichung 

o^y oY^^^ ^^A dw dv dw du ^. 

^ät = ~^^\J-x-^d^J~ll di""^d7 dl* ^*^ 

Die Gleichung (60) gibt mit dieser , wenn man 

dw dw dw dw 

dy dx dy dx "" 
addirt, und 



du 
dz 


dw 
dx 


= 2/?; 


dw 
dy 


dv ^ 
dz 


setzt, die Gleichung 










dy 
dt 




h:-^ 


dw dw 
dy dx 


Ebenso erhält man 
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dv 
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Addirt man zu der Gleichung (a) 
du dv du dv 
dz dx dz dx ' 

so erhält man aus ihr die erste der drei Gleichungen 

9y dw ^dv du 

ot 'dz dz dz 

dß dw _dv du 

dt 'dy dy dy 

9a dw ^dv du 

dt 'dx '^dx dx 

Die Differentiale 3 a, dß, dy sind die Aenderungen vona, /?, y, 
welche in der Zeit d t eintreten , wenn man ein bestimmtes Theil- 
chen der Flüssigkeit in seiner Bahn während dieser Zeit verfolgt. 
Sind also a, ß, y zu irgend einer Zeit für dieses Theilchen sämmt- 
lich gleich Null , so werden sie das auch während der ganzen Be- 
wegung unter dem Einflüsse der Kräfte f^» f , f,, welche die Ablei- 
tungen einer Kraftfunction nach x, y, z sind, bleiben. Sind an- 
fänglich a, ß, y für alle Flüssigkeitstheilchen gleich Null, so blei- 
ben sie diess auch während der Bewegung für alle Flüssigkeits- 
theilchen. Für die Ruhe sind a, ß, y gleich Null; ist diess während 
der Bewegung nicht mehr der Fall, so müssen Kräfte auf die Flüs- 
sigkeit eingewirkt haben , welche sieh nicht als Ableitungen einer 
Kraftfunction darstellen lassen, welche also nich|^ Anziehungs- 
ufid Abstossungskräfte gegea oder von bestimmten Punkten sein 
können. 

309. Sind a, ß, y in der vorhergehendeä Nummer Null durch 
die ganze Flüssigkeit, ist also 

dv du ^ du dw ^ dw dv 
dx dy dz dx dy dz 

so kann man, wie man sieht, u, v, w als die Partialableitnngen 
nach X, y, z einer Function 9) darstellen, deren vollständiges Diffe- 
rential 

dcp - dcp . da> . 

3^dx-l-T^dy + 3^dz 
dx dy "^ dz 
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ist, SO dass 

d cp dcp d cp . 

u = T-^; v = Y^; w = -~- ist. 
dx dy dz 

Diese Function tp nennen wir die Geschwindigkeitsfunction 
dieser Bewegung. Mit ihr reduciren sich die drei Veränderlichen 
u, V, w auf eine einzige. 

Rotirt Flüssigkeit in einem cylindrischen Gefösse um die Axe 
z des Gefasses , und ist « die constante Winkelgeschwindigkeit, so 
existirt für diese Bewegung keine Geschwindigkeitsfunction , und 
diese Bewegung kann also auch nicht durch anziehende oder ab- 
stossende Kräfte hervorgebracht werden. Es ist für ein6n Punkt, 
dessen Coordinaten x, y, z sind, die Geschwindigkeit *nach x oder 

u= — y«, 
nach y oder v = H- x (o . 

Darauf erhält man 

du dv 

-— = — ö) ; — - =; + (o . 

dy dx 

Die einzelnen Fltissigkeitstheilchen haben daher neben ihrer Trans- 
lation eine Rotation mit der Geschwindigkeit « um eine durch sie 
gehende , za z parallele Axe. 

Ist die Winkelgeschwindigkeit in demselben Gefässe veränder- 
lich mit der Entfernung r von der z Axe und gleich 



wo a und co constant sind , so sind die Componenten der Geschwin- 
digkeit des bei X, y, z liegenden Theilchens 

a^eo - a^cö 

u=-y— ^ undv=-}-x-3-. 
r r . 

Damit und mit r' = x' + y' 

findet man 

du _ a^o) y^a^a> _ (y^--x^ja^a> 

d7~~ r^ ^^ r* "" r* 

dv _ a^tt) ^ x^a^ft) _ (y' — x')a^a> 



= + V-2 



dx r 



.* 
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woraas dv^ jiu_ __ ^ 

dx dy ^ 
folgt. 

Hier existirt also eine GeschwiudigkeitsfuDCtion 

y 

(p=. a^cdarctan — 
^ X 

neben einer Drehung der Flössigkeitstheilchen. 

310. Existirt eine Gescbwindigkeitefonction 9), so kann man 
die Gleichungen (58) in eine zusammenfassen , indem man sie der 
Reihe nach mit dx, dy, dz multiplicirt und addirt. Man erhält 

idp = f.4i + f,dy + f.ds-d(il)- 

Hier sind dx, dy, dz ganz unabhängig von einander. 

Die Wellenbewe^ii^ in einer tropfbaren 
Flüssigkeit 

' 311. Wir betrachten die Bewegung einer schweren tropfbaren 
Flüssigkeit in einem Kanäle mit horizontalem Boden , welcher durch 
zwei parallele verticale Wände begrenzt, im übrigen aber unbegrenzt 
ist. Wir setzen voraus , dass der Zustand der Bewegung in allen 
Punkten einer auf diesen verticalen Wänden rechtwinklichen Linie 
zu gleicher Zeit derselbe sei. Dadurch reduciren sich die veränder- 
lichen Coördinaten eines Elementes der Flüssigkeit auf zwei; von 
diesen nehmen wir die z vertical aufwärts vom Boden des Kanals 
gemessen, die x horizontal und parallel jenen verticalen Wänden. 
Wir setzen endlich voraus, die. Geschwindigkeiten der Elemente 
der Flüssigkeit seien immer so klein , dass die Quadrate derselben 
gegen die ersten Potenzen vernachlässigt werden können. 

Haben anfanglich auf die früher in Ruhe befindliche Flüs- 
sigkeit Kräfte gewirkt , welche einer Kraftfünction entsprechen , so 
müssen auch die anfänglichen Geschwindigkeiten einer Geschwin- 
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digkeitsfuDction entsprechen , und dieaa wird der Fall sein fär die 
ganze Dauer der Bewegung , wenn später nur noch die Schwerkraft 
wirkt. Wir setzen unter dieser Voraussetzung 

u = -~- und w = ^ , (a) 

dx dz 

womit die Gleichung, welche die Gleichheit der Masse ausdruckt 

?i + ^ = in ^ + ^ = (b) 





dx dz ' 


-" '" dx'^ 


dz» ~ 


Übergeht. 








Die 


Gleichung (63) 


wird 






^ 


p = — gd z — 


^if 


woraus 


p= 


-Jg(2-h) 


--f. 



(c) 

wird , wo h die Tiefe ,der ruhendiBn Flüssigkeit sein soll. 
Für den horizontalen Boden ist 

W=:0, (d) 

und für die Oberfläche wir(} p = 

WOZU noch die Gleichung (61), welche hier, wenn man die Producte 
der kleinen Grössen von der Ordnung w weglässt, 

dz ,d'a) da),^,3 .„. 

^ = wpder^ + g^ = Owird. (f) 

Das allgemeine Integral der Gleichung (b) kann durch 
g, = ^ (Ae" + Ai e~")cos(ax + b) 

dargestellt werden, in welcher A, A^ , a und b constant nach x, z 
sind, und überdiess a als positiv betrachtet werden kann. 
Die Bedingung (d) gibt hierzu 
A = A,. 
Für die Oberfläche setze ich z — h als sehr klein voraus. Dann 
wird für die Oberfläche aus 
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wenn man die Kleinen zweiter Ordnung wie oben weglässt, nahe 

9 = 9. '^°"Jlf = föX' 
womit die Gleichung (f) wird 

Setzt man den oben aufgestellten Werth von g> in diese Glei- 
chung , indem man voraussetzt , es sei von den Constanten nur b 
nach t veränderlich , so erhält man 

- :s[Ä(e''^ 4- e-*^) cos(ax H- b) (^yj - 

-I^A (e*" + e~*') sin (ax + b) ~j -f- 

-4-g^[aA(e'^-e""**)cos(ax + b)] = 0. 
Wegen der Willktihrlichkeit von x zerfallt diese Gleichung in 







(e^^ 


-t-e" 


-H^)=- 


(e-- 


-und~ 


in 
Setzt 


man 




:>»■ 












ga(e"''-e-"') 


= c'. 



(g) 

so entspricht man diesen beiden Gleichungen durch 

b = ct + a oder b= — ct-f-a^ 
wo a und a^ willkührliche Constanten sind. 

Hiermit hat man als ein allen Bedingungsgleichungen ent- 
sprechendes Integral 

y = ^A(e*'H-e"**)cos(ax-hct + a)-t- 
+ 5B(e" + e"")cj)s(ax — ct-t-aj. (^) 
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Der einfache Weftenziig. 

312. Nimmt man ein einzelnes Glied der Summe in (h), so 
entspricht diess ebenfalls den sechs gegebenen Gleichangen und 
gibt die einfachste Bewegung, welche hier stattfinden kann. Wir 
betrachten die durch 

y = B (e** H- e""*") cos (ax — et -h aj 
bestimmte Bewegung. 

Aus dieser Gleichung findet man die Gleichung der Oberfläche 
und die Gomponenten der Geschwindigkeit aus (e) und (a) 

z — h = (e*^ -h e""*^) sin (ax — et -h «i), 

u = — B a(e** H- e~") sin (ax — e t -h «i) , 
w = B a (e** — e"*') C05 (ax — e t -f- «i) . 

Damit diese Bewegung eintrete, muss der Anfangszustand diesen 
Gleichungen entsprechend sein. Setzt man voraus, es sei anfang- 
lich die Gleichung der Oberfläche 



1 



, . . TTX 

z — h = A sm — — ; 



so wird 



(e -4- e ) = A und a = -7- ; a- = : 



und damit 



1 — h = Asin/-j et j. 



Aga e"-f-e— . 

U = 2— . — siD 

^ e +ß 



Aga e** — e" 



(t— )• 

e"" /-rix \ 

__eos(--ct). 



. c e^Ve-*" 
Für irgend einen Werth von x und z ergibt sieh derselbe Zustand 
der Bewegung, so oft; et um 2 tt wächst, also je nach der Periode 

c 
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Diese Zeit Denot man die Oscillationsdauer; sie ist für die 
ganze FJüssigkeitsmasse dieselbe. 

Ebenso ist zu gleicher Zeit derselbe Zustand der Bewegung je 
an zwei Orten, welche um 

A = 21 

horizontal auseinander liegen. Diese Länget ist die Wellenlänge. . 
Derselbe Zustand der Bewegung rückt ferner von einer Stelle x zu 
einer zweiten in derselben Tiefe liegenden x ^- x' in einer Zeit t' 
fort, für welche 

7t 

ist. Die Wellen gehen daher mit Beibehaltung ihrer Form mit der 
Geschwindigkeit 

-^:^-i = A = V 
n a %. 

gleichförmig nach der Seite der positiven x fort 

Mit Hilfe dieser Werthe kann man obige Gleichungen schreiben 

(z — h)= — Asin27irr j- j, 

Ag e" + e"" . _ ^t x\ 

Ag e*' — e^" \ r^ x\ 

W=: r^ — t; -r-C0s2n;( r- ) . 

Man sieht, die Zeichen von z — h und von u sind immer die- 
selben; ist die, Flüssigkeit an der Oberfläche über das Gleichge- 
wichtsniveau erhoben, befindet man sich in einem Wellenberge oder 
vertical unter diesem, so ist die horizontale Geschwindigkeit posi- 
tiv, d. h. nach der Seite der positiven x gerichtet, oder nach der, 
nach welcher die Wellen fortgehen. In den Wellenthälern ist da- 
gegen die Richtung der horizontalen Geschwindigkeit der Richtung 
der Wellenbewegung entgegen. 

Die verticale Bewegung Ist dagegen positiv, d. h. aufwärts ge- 
richtet an allen Stelleo, über welchen sich die Oberfläche der Flüs- * 1 
sigkeit hebt , negativ dort , wo die Oberfläche im Sinken be- | 
griffen ist ! 



II 
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313. Um die Bahn eines Flüssigkeitstheilchens zu finden, 
seien x und z die Coordinaten desselben zar Zeit and x + ^ und 
2 + f zur Zeit t, dann ist • - 

dj , df 

Setzt man diese Werthe in die obigen Gleichnngen für n und 
w, und vernachlässigt man dabei ^ und t gegen A, so kann man die 
Integration ausführen, und erhält 



J = 



Agt e 



-,,3^— ,[cos2^(~_-^|-cos2n:^J, 



SttV 

Agr e*'-e"" 



Agi: e"' — e r . cv /^t x\ . « xl 

Man sieht aus diesen Gleichungen, dass alle Theilchen ihre Bah- 
nen periodisch in der für alle gleichen Oscillationsdauer t durch- 
laufen. Man findet für diese Bahnen Ellipsen , deren Axen 



e -he 


horizontal, und 
vertical sind. 


ah ^-ah 

e — e 
e"~e-*' 


e'^^-e-*^ 



Alle Theilchen, welche anfanglich in derselben Horizontalebene 
lagen, durchlaufen dieselben Ellipsen; die horizontalen Axen der 
Bahnen sind grösser, als die verticalen. An der Oberfläche ist die 
verticale Axe, die halbe Höhe der Wellen, A und die horizontale 
Axe der dort beschriebenen Ellipse 

A 



ah ^ — ah 

^ — e 



Am Boden ist die verticale Axe gleich Null, und die grösste hori- 
zontale Ausweichung von der Gleichgewichtslage 

2A 



ah ^— ah 

e — e 



Diese hängt also von der Höhe der Wellen ab , aber auch von 
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d. h. von dem Verhältnisse der Wellenlänge za der Tiefe der Flüssig- 
keit. Ist die Flüssigkeit gegen die Wellenlänge sehr tief, so ist 
die Bewegung am Boden unmerklich. 

314. Ist die Tiefe der Flüssigkeit nur ein kleiner 
Theil der Wellenlänge, so kann man genähert 

setzen. Damit wird 

V' = gh. 
In einer gegen die Wellenlänge wenig tiefen Flüssigkeit ist daher 
die Geschwindigkeit der Wellen unabhängig von deren Länge. Die 
Azen der von den einzelnen Theilchen beschriebenen Ellipsen 
werden 

die horizontalen X 

die verticalen . z 

Die horizontalen , grossen Axen der Bahnen sind daher alle 
gleich gross, proportional der Wellenhöhe und dem Verhältnisse 
von Wellenlänge und Tiefe der Flüssigkeit. 

Die verticalen Axen sind proportional der Höhe der Flüssig- 
keitstheilchen über dem Boden. 

Die horizontale Geschwindigkeit ist 



-AVl.i..„(i-i). 



sie ist unabhängig von der Höhe über dem Boden. 

Nimmt man an, dass bei gleichem Anstosse den Theilchen der 
Oberfläche gleiche grösste horizontale Geschwindigkeiten ertheilt 
werden , so werden diese 

und also für verschieden tiefe Flüssigkeiten die aus diesem An- 



1 
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stosse sich ergebende Höhe der Wellen proportional der Quadrat- 
wurzel aus der Tiefe der Flüssigkeit. 

316. Ist dagegen die Tiefe der Flüssigkeit sehr gross 
gegei>die Wellenlänge, so hat man sehr nahe 

e"-*^ = 0. 
Die Geschwindigkeit der Wellen wird hier 

also der Quadratwurzel aus der Wellenlänge proportional. 

Für Theile der Flüssigkeit, welche hinreichend weit vom Bo- 
den wegUegen, erhält man für die Bahn der einzelnen Theilchen 
Kreise, welche von diesen Theilchen gleichförmig durchlaufen wer- 
den. Die Halbmesser dieser Kreise sind 

^^_.(h-.) - 

316. Betrachtet man eines der Glieder der ersten Summe 
in (h), so erhält man einen einfachen Wellenzug, welcher nach der 
Seite der negativen x fortgeht, der sich im übrigen ganz ebenso 
verhält, wie der oben betrachtete. 

317. Entspricht der Anfangszustand der Summe mehrerer 
solcher Glieder, wie eines in (Nro. 312) betrachtet wurde, so hat 
man mehrere oder eine unendliche Zahl von einfachen Wellemzügen, 
welche sich überdecken , und welche alle nach derselben Seite fort- 
gehen. Ist die Flüssigkeit wenig tief gegen alle vorkomnaendeo 
Wellenlängen, so werden diese verschiedenen Züge mit derselben 
Geschwindigkeit fortgehen , und diö durch das üeberdecken dersel- 
ben entstandene Form der Oberfläche wird unverändert längs die- 
ser fortgehen. In einer gegen die Wellenlängen sehr tiefen Flüs- 
sigkeit werden dagegen die längeren Wellen schneller fortgehen 
als die kürzeren ; hier wird durch das üeberdecken der Wellenzüge 
die Form der Oberfläche jeden Augenblick eine andere. Sind sehr 
lange und kurze Wellen beisammen, so werden die langen Wellen 
unter den kurzen gleichsam fortrollen, und diese Stufen auf jenien 
bildend 

Man kann bekanntlich jede beliebige Function in eine Summe 
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wie (h) zerlegen , wozu die Fourier'schen Reihen dienen. Man 
kann also auch jeden beliebigen Anfangszustand der Wellenbewe- 
gung einer Flüssigkeit als durch eine Reihe von einfachen Wellen- 
zügen zusammengesetzt betrachten , und also jede Wellenbewegung 
auf das Ueberdecken von einfachen Wellenzügen zurückführen. Die 
längsten von diesen Wellen werden im Allgemeinen mit der Ge- 
schwindigkeit V^gh fortgehen, und mit dieser Geschwindigkeit wird 
sich daher die erste Bewegung durch die Flüssigkeit fortpflanzen, 
welches aber gewöhnlich nicht die stärkste Bewegung ist. 



Die Wellenbewegung der Luft in einer cjlindri- 
schen Röhre. 

318. Setzt man voraus, es bewegen sich alle Lufttheiichen 
parallel der Axe der Röhr^, und es seien die Geschwindigkeiten 
in allen Punkten eines zur Axe der Röhre rechtwinklichen Quer- 
schnittes gleich gross; nimmt man die Axe der Röhre als die 
Axe der x und bezeichnet x die Abscisse eines Lufttheilchens im 
Gleichgewichtszustände und J die constante Dichte der ruhenden 
Luft; dagegen X + ^ die Abscisse des betrachteten Lufttheilchens 
zur Zeit t und z/ (1 + rf) die Dichte der Luft an dieser Stelle zu 
dieser Zeit, p abet den Druck der Luft bei x -4- J zur Zeit t; nimmt 
man an, es wirken keine äusseren Kräfte auf die Luft in der Röhre; 
so werden die Gleichungen in Nro. 304 

-i£-.a.,)fl|(..li)=«. 

und 1 + ^= ^ 



dx l+i 
Die erste dieser Gleichungen wird mit der zweiten 

- dx dt 

was sich für diesen einfachen Fall auph sehr leicht direct ergibt. 



= -^^. (a) 



319. Setzt man voraus, die Dichte werde bei dieser Bewegung 
nur sehr wenig geändert, oder die durch i gemessene Verdichtung 
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sei sehr klein gegen 1 , so kann man die zweite Gleichung genähert 
schreiben 

^=-ii. (b) 

dx- 

Die beiden Grössen 3 und p sind noch durch die Boyle'- und 
Gay Lussac'schen Gesetze verbunden. Bei den hier zu betrach- 
tenden, schnell aufeinander folgenden Verdichtungen und Verdün- 
nungen wird aber abwechselnd die Temperatur erhöht und ernie- 
drigt , und die Relation zwischen p und 3 wird dadurch geändert 
Die genannten Gesetze geben (Nro. 299) 

p = kJ(lH-(J)(aH-i)), 

wenn 6 die constante Temperatur ist. Aendert sich aber durch die 
Verdichtung die Temperatur um 6' , so wird nun 

p=kj(t H-*)Ca + e-+-eo. 

Diese Temperaturänderung lässt sich in folgender Weise bestimmen. 
Zur Masse 1 der Luft trete die Wärmemenge c und erwärme diese 
Luftmasse um 1 ^ bei constantem Drucke , so dass also c die speci- 
fische Wärme der Luft bei constantem Drucke ist. Durch dieses 
Erwärmen ergibt sich die Volumsänderung 

1 

z/(a-+-e)' 

Wird diese Luft , auf das frühere Volum bei gleicher Temperatur 
(6 -f- 1) zusammengedrückt, so tritt die W'ärmemenge 

c — c^ 

aus , wenn c^ die specifische Wärme der Luft bei constantem Vo- 
lume ist. Tritt diese Wärme nicht aus , so wird sie bei dem ur- 
sprünglichen Volum V die Temperatur erhöhen um 

c - q _ c ^ 

C4 Cj 

Bei den hier vorkommenden sehr kleinen Volumsänderungen 
kann mau annehmen, es sei die Volumsänderung durch Druck 
der dadurch hervorgerufenen Temperaturänderung proportional. 
Daher 
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woraus (£_ i)(a+e)a= (1 +i)»' 

folgt. Damit wird nach einer kleinen Redaction 

p = k^(aH-e)(l+<J^). (c) 

Das Verhältniss — ist, wie ans den Beobachtungen hervor- 

zugehen scheint, unabhängig vom Drucke. Daher gibt die letzte 
Gleichung 

dp , .^ , ^v c dJ 

dx ^ Ci dx 

was mit ^^ ^ ^'? 

dx~~dP 
aus (b) fQr die Gleichung (a) gibt 

320. Setzt man den constantenCoef&cienten 

k(a + ö);i = b', (e) 

80 wird das allgemeine Integral der Gleichung (d) 

wie in (Nro. 261). 

Dazu wird die Verdichtung 

J=~^= dF df 



dx . d(x-j-bt) d(x-bt)' 
und die Geschwindigkeit 

„^11 _ur dF df 1 

dt Ld(xH.bt) d(x-bt)J' 

Wie die Wellenbewegung an einem biegsamen Faden kann man 
auch diese in zwei zerlegen , indem man setzt 

Holtsmann, theoret. Mechanik. 23 
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und u' = -brf'; u"=-f-brf". 

Damit hat man 



d(x-4-bt) d(x-bt)' 

welche also Fanctionen von x4-bt das eine und von x — btdas 
andere sind. 

Wie bei der erwähnten Wellenbewegung ist J' die Verdich- 
tung einer nach der Seite der negativen x hinlaufenden Welle, 
i'* dagegen die Verdichtung einer nach der Seite der positiven x 
hinlaufenden. Bei der letztern ist die Geschwindigkeit der Luft- 
theilchen augleich mit der Verdichtung positiv oder negativ, d. b. 
in dem verdichteten Theile der Welle bewegen sich die Lufttheil- 
chen nach der Seite, nach der die Welle fortschreitet, in dem ver- 
dünnten Theile dagegen nach der entgegengesetzten Seite. Im 
Uebrigen erfolgt hier alles , wie bei der Wellenbewegung am bieg- 
samen F^den. 

321. Die Geschwindigkeit dieser Wellenfortpflanzung in der 
Luft ist 



,=-\/. 



k(a + ö) — • . (0 

Sie ist, wie man sieht, unabhängig von dem Drucke, unter dem 
die Luft steht, wächst aber mit der Temperatur, und ist, weil k für 
Gasarten von verschiedenem specifischem Gewicht verschieden ist 
(Nro. 299), für verschiedene Gasarten verschieden. Für atmosphä- 

c 
rische Luft erhält man für die Temperatur 0*0 mit — = 1,411 

Ol 

den Werth b = 332,"* 4. Da der Schall durch solche Wellen fort- 
gepflanzt wird, nennt man b gewöhnlich die Schallgeschwin- 
digkeit. 

322. Ist die Röhre an einem Ende verschlossen, so ist dort 
die Geschwindigkeit u gleich Null, unabhängig von der Zeit. Diess 
gibt eine Zurückwerftmg der Wellenbewegung, wie wir diese an dem 
biegsamen Faden mit festgehaltenem Ende fanden. 

Die an dem verschlossenen Ende ankommende Welle wird 
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zulrückgeworfen, nnd geht nach der Darchkreüzang mit nnveränder- 
ter, aber aragekehrter Form nach der entgegengesetzten Seite fort. 
Dabei entsteht ans der verdichteten Welle darph die Zorückwer- 
fung eine verdichtete Welle, aus der verdünnten eine verdünnte. 
Die Ableitung dieses Resultates kiuin ganz wie in Nro. 266 ge- 
schehen» 

Besteht die ankomniende Welle aus einem einfachen Wellen- 
zuge, ist • 

a' = bssin I 27r f — — t)"^"|» 
so gehört dazu ,5/ — J?! 

Daraus wird för den reflectirten Wellenzug, wenn inan annimmt, bei 
X = sei das geschlossene Ende 

u''-f-u' = 0; u"=— bssinr27r haY 

was , wenn man t -f- — für t setzt 
b 

ü'(= — bssin(27r — -f-2;f;^ H-a ) 

== — bssinpTrr— -hy^-f-aj 

gibt. Diess entspricht einem dem ankommenden ganz gleichen, 
nach der Seite der negativen x hinlaufenden Wellenzuge. Die Ver- 
dichtung ist für diesen 

u" 

Aus der üeberdeckung des ankommenden und des reflectirten Zuges 
erhält man 

u" -h u' = — 2 b s cos r2flr— -+- a J sin2 yr— , 

J-hJ" = 2bssmY 2flr— -f-aJcos2wrY. 

Die Geschwindigkeit wird also Null an allen Stellen , die von 
dem verschlossenen Ende um eine ganze Zahl von halben Wellen- 

28» 
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längen wegliegen. Diese Stellen heissen hier die Schwingnngs- 
knoten. Ein solcher ist immer das verschlossene Ende. Die 
durch die Ueberdeckang beider Wellenzüge entstandene Bewegung, 
ist eine stehende Schwingung. Die Stellen der stärksten 
Bewegung liegen in der Mitte zwischen den Schwingungsknoten ; 
in ihnen ist die Verdichtung constant gleich Null, während die 
stärksten Verdichtungen und Verdünnungen immer in den Schwin- 
gungsknoten auftreten. Die Bewegung ^Uer Lufttheile zwischen 
zwei Schwingungsknoten ist zu gleicher Zeit gleich gerichtet , d. h. 
alle diese Luft fliesst von einem Schwingupgsknoten ^egen den 
nächsten, bis die Geschwindigkeit aller Lufttheile zugleich Null 
geworden ist, worauf diese die entgegengesetzte Bewegung an-' 
nehmen. 

323. Ist die Röhre am einen Ende offen , so wird dort die 
Luft 'frei ausfliessen, wenn eine verdichtete Welle i|,nkommt, oder 
einfliessen , wenn eine verdünnte ankommt. Die Verdichtung und 
die Verdünnung wird geringer sein, als sie sich in der Röhre bilden 
würden. Man nimmt gewöhnlich an, die Verdichtung d sei an dem 
offenen Ende immer Null, was aber der Natur der Sache nicht ent- 
spricht, wesshalb auch die so erhaltenen Resultate mit den Er- 
scheinungen, wie sie beobachtet werden, nur annähernd überein- 
stimmen können. 

Die allgemeinen Bewegungsgleichungen können in die Form 
gebracht werden 

SO stellen u' und S' die Geschwindigkeit und die Verdichtung in dem 
nach der Richtung der positiven x ankommenden Wellenzuge dar, 
welcher als gegeben betrachtet wird. Ist das offene Ende bei 
X = , so wird mit obiger Annahme für dieses ^ = , woraus 
f = — F 
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und wenn man t-f- — Tür t setzt 

D 

^'x + bt^ ""f-x— bf 

Hierdurch ist F für jedes negative x bekannt; es ist nämlich f^^^^ 
för jedes negative x — bt bekannt, und kann für jeden positiven 
Werth von x— bt gleich Null gesetzt werden. Ist z. B. für die 
negativen x 

fx-b*^«sin27r(~-|), 



sein muss, so wird 



F^,.= -88in27r(^ + ^), 



und man hat für den reflectirten Wellenzug 

n" = b88in2.(l4-f); -J"='-^'- 

Aus der Ueberdeckung beider Wellenzüge erhält man 

t X 

u = 2bssm27r — cos27r~ und 

« t . ^ X 
0= — 2 s cos 2 TT — sm2n-r' 

T A 

X X 

Die erste dieser Gleichungen zeigt, dass fürx = 0; — -^; —2--; 

— 3 ~ ... die Geschwindigkeiten ihre absolut grössten Werthe er- 
halten ; dass aber für • 

4' 4 • 4 '"• 

die Geschwindigkeiten immer Null sind , hier also Schwingungs- 
knoten entstehen, immer vorausgesetzt, dass t bereits gross 
genug ist. 

Die Verdichtung wird wieder an den Schwingungsknoten am 
grössten und kleinsten, und ist immer Null bei x gleich 

XXX 

2 2 2 
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Die aas einer verdichteten Welle entstehende reilectirte ist 
hier eine verdünnte , d. h. zn einem positiven i* gehört ein nega- 
tives S'\ 

Wellenbewegung in einer nach allen Bichtnngen nnbegränzten 
LnftmfllBBe von ursprünglich überall gleicher Dichte. 

324. Setzt man wie bei der Bewegung in der cylindrischen 
Röhre die anfängliche Dichte gleich J, die Dichte in einem Luft- 
elemente, das ursprünglich bei x, y, z war und zur Zeit t bei x-f-f, 
y-hij, z-j-f ist, gleich J(] -hS) und setzt man voraus d und J^ 
ijj f bleiben während der ganzen Bewegung so klein, dass man ihre"" 
Quadrate oder Producte vernachlässigen kann; setzt man femer 
voraus, es seien keine äusseren Kräfte vorhanden; so geben die 
Gleichungen von Lagrange (56) 

dz dt' 

und die Gleichung (57) 

dx dy dz 1 + 5' 
woraus mit obi(;er Annäherang 

dx dy dz 
Die Gleichung (c, Nro. 319) gibt ferner mit 

k(a-fe-e)-^ = b' (5) 

C| 

dx dx dy dy dz dz 

womit die Gleichungen (a) werden 

dj^_d^. d*__d^. b,dj^_d^_ . 

" dx- dt»' dy dt*' " dz dt* ^^ 



325. Setzt man 



b'.=-i|, (d) 
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WO 9) eine Function von x, y, z und t sein wird, so werden die. 
Gleichungen (c) 

dtdx""dt'' dtdy""dt*' dtdz^dt** 
woraus die Geschwindigkeiten nach den Goordinatenaxen 

££_dy^ d^__dgp^ d^_^(p ^v 

dt""dx' dt ""dy' dt ""dz ^^^ 

werden , wobei im Ailgemeineq zu jedem der Ausdrücke rechts noch 
eine Function von x^ y, z als Integrationsconstante nacht zu setzen 
ist. Weil aber bei einer periodischen Bewegung, wie sie hier be- 
trachtet werden soll , die Gomponenten der Geschwindigkeit kein« 
von t unabhängigen Glieder enthalten können, so sind diese Aus- 
drücke hier Null zu nehmen, und für diese peiriodische Bewegung 
existirt also eine Geschwindigkeitsfunction q) , weiche hier zugleich 
durch die Gleichung (d) die Verdichtung angibt, also die ganze 
Lösung der Aufgabe. Leitet man die Gleichung (a) nach t ab , so 
erhält man zur Bestimmung dieser Function 

325. Ein particuläres Integral dieser Gleichung ist 
9) = A sin (a t + s) , 
wo s = u)(x — a) + n(y — i^) + p(z — y) (g) 

sein soll, und A, m, n, p, a, ßy y constant. Die Differentialgleichung 
(f) gibt die Bedingungsgleicbung 

a^ = bHm^4-n'-hp^). 
Setzt man 

m = lcoß(l,x); n = lcos(l,y); p=icos(l,z), 
so wird diese Gleichungr 

a' = bM' oder a=±bl. 
Setzt man ferner 
X — a = rcos(r,x); y — /J = rcos(r,y); z — y = rco8(r,z), 

wo also r die Entfernung der Punkte x, y, z and a, /?, y isl, so 

wird 



1 
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s = lrcos(I,r), 
uod 

gp = A sin I [r cos (I, r) + b t] + A^ sin l [r cos (1, r) — b t J. (h) 

Setzt man s oder lrcos(l,r) constant, so ist die Gleichnng (g) die 

Gleichung einer Ebene, welche normal äaf I steht. Diese Ebene 

geht durch den Punkt a, ß^y* ^^^^ s gleich Mull ist; für einen 

g 
andern Werth von s ist y oder r cos (1, r) die Entfernang dieser 

zweiten Ebene von der durch a, ß, y gehenden. 

Die Gleichung (h) zeigt, dass der Bewegangszustand für einen 
bestimmten Werth von t derselbe ist, wenn rcos(l,r) const^nt ist, 
d. h. in allen Punkten einer zu 1 normalen Ebene ist zu derselben 
Zeit derselbe Schwingungszustand vorhanden, und für zwei paral- 
lele Ebenen derselbe, für welche 

lrcos(l,r) = 27r, 

oder " , . 2» 

rcos(l,r) = — 

ist Diese Entfernung ist die Wellenlänge;, sie sei L 

In derselben Ebene wiederholt sich derselbe Bewegungs- 
zustand so oft Ibt um 2 TT wächst, das heisst je nach der Zeit 

^""Ib^b' 
welche Zeit dieOscillationsdauer ist. Aus diesem Werthe sieht 
man zugleich, dass diese Bewegung mit der Geschwindigkeit b 
fortschreitet, und zwar in dem ersten Gliede von der durch x, y, z 
gehenden Ebene gegen die durch a, ß, y gebende oder dem rcosl,r 
entgegen, in dem zweiten in dieser Richtung. 
Die Schwingungsrichtung findet man ans . 

-r: = j = A cos (a t + s) m = A 1 cos (at 4- s) cos (l,x), 
dt dx ^ ^ . / \ ' /' 

-7^ = A I cos (a t +s) 1 cos (1, y) ; ■— = A 1 cos (a 1 4- ß) cos (I, z) , 

als gleich gerichtet mit 1, der Normalen zu den Ebenen des gleich- 
zeitigen gleichen Bewegungsznstandes , der Wellenebenen. 

Die Bewegung, welche das oben gegebene particulare Integral 
angibt, besteht hiernach in dem Fortschreiten von zwei Zügen von 
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Wellenebenen, von welchen der eine m der Richtung von 1, der an- 
dere dem entgegen geht; die Schwingungen erfolgen in der Rich- 
tung von 1, normal zur Wellenebene, und das Fortschreiten der 
Welienebene geschieht mit der Geschwindigkeit b^ wie wir diese 
für die cylindrische Röhre fanden » wie überhaupt die hier betrach- 
tete Bewegung sich in nichts von der Bewegung in der cylindrischen 
Röhre unterscheidet. 

Man hätte das Resultat noch etwas verallgemeinern können, 
indem man für 1 in jedem der beiden Glieder von (p verschiedene 
Werthe angenommen hätte, wodurch für die entgegengesetzt lau- 
fenden Wellenzüge die Oscillationsdauer und die Wellenlänge ver- 
schieden geworden wäre, die Geschwindigkeit des Fortschreitens b 
aber dieselbe geblieben wäre. 

Die Richtung der Wellenebenen ist die w\llkührlich gewählte 
1; ebenso sind die Amplituden A,A| und die Oscillationsdauer r 
willkührlich; welch' letztere von der ^illkührlichen Länge 1 ab- 
hängt. Wegen der linearen Form der Differentialgleichung (f) ist 
die Summe unendlich vieler solcher Ausdrücke , wie oben einer ge- 
geben ist, ebenfalls ein Integral dieser Gleichung, oder es können 
sich ebene Wellen von jeder Richtung, Amplitude und Wellenlänge, 
in dem Lufträume durchkreuzen. Die Geschwindigkeit eines Luft- 
theilchens an irgend einer Stelle nach einer bestimmten Richtung 
-ergibt sich als die Summe der Geschwindigkeiten nach dieser Rich- 
tung, welche jede einzelne ebenje Wellenbewegung nach dieser 
Stelle zu der betrachteten Zeit gebracht hat, und ebenso ist die 
Verdichtung an dieser Stelle die Summe der Verdichtungen aller 
dort sich kreuzenden ebenen Wellen.. Allen diesen Wellenbewegun- 
gen gemeinschaftlich ist aber die Gest;hwindigkeit des Fortschrei- 
tens der Wellen, welche für alle das in Kro. 321 bestimmte b ist. 

326. Betrachtet man den Punkt x, y, z als den Durch- 
kreuzungspunkt ebener Wellen, welche nach allen Richtungen gehen, 
so wird jede dieser Wellen in der Zeit t um bt fortschreiten, und also 
die Bewegung und die Verdichtung, welche in x, y, z zurZeitt=-0 
ist, nach der Zeit t auf eine Rugelfläche vom Halbmesser r = b t 
übertragen sein. Die Bewegungsrichtung ist hierbei, so weit sie 
von der in x, y, z zur Zeit t bestehenden Bewegung herrührt, in der 
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Bichtaog vo&r. Man kaDO also jeden Punkt der von Weilen darch- 

kreuzten Luftmasse als die Erregungsstelle von kugelförmigen 
Wellen betrachten ; and die Bewegung an einem Punkte a, ß^ y wird 
man erhalten, wenn man untersucht, welche Bewegungen zu der 
betrachteten Zeit von allen Punkten einer Fläche, welche die Luft* 
masse beliebig durchschneidet» und für welche die Bewegungszu- 
stände bekannt sind, nach jenem Punkte durch solche von ihnen 
ausgehende Kugdwelleu gebracht worden sind. Die Resaltirende 
aus diesen Bewegungen wird die Bewegung in a, /?, y zu dieser Zeit 
angeben, (xegeben muss hier der Werth von 9) sein für eine gege- 
-bene Fläche, z. B. für die Ebene z = 0, nebst d<en Geschwindigkei- 
ten, welche zur Zeit t den Lufttheilchen in dieser Ebene zukommen, 
also die Ableitungen von ip nach x, y, z für z gleich Null. Diese 
Bewegung muss sich als durch die Durchkreuzung ebener Wellen 
hervorgebracht, darstellen lassen, und daraus wird man die Ampli- 
tuden der verschieden gerichteten ebenen Wellen und ihre Wellen- 
länge ableiten können, woraus'. sich dann durch die oben gegebene 
Betrachtung die Bewegung an irgend einer Stelle und zu irgend 
welcher Zeit ergibt. In ähnlicher Weise hat zuerst Huyghens 
die Wellenbewegung in einem Räume betrachtet. 

Der BeharruDf »zustand. 

327. Bewegt sich eine Flüssigkeit so , dass an jedem Punkte 
x,y, z die Geschwindigkeit und Richtung des zur Zeit t dort be- 
findlichen Flüssigkeitselementes unabhängig von der Zeit, also zu 
allen Zeiten dieselben sind, so sagt man, die Flüssigkeit sei in 
einem Beharrungszustande oder permanenten Zustande. 

Die Bahnen der nach einander durch denselben Punkt gehen- 
den Flü3sigkeitstheilchen werden hierbei dieselben &ein. Ist s die 
Bahn eines spichen Theilchens, js ein Element in der Rich- 
tung dieser Bahn gemescfen; betrachtet man ein prismatisches 
Element der Flüssigkeit, dessen Länge jenes ^s ist, und dessen 
Querschnitt recht winklich auf ^ä gleich dq; ist p die Pressung am 
Anfange dieses Elementes, und 

as 
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die PressQDg in der zweiten Endfläche, so ist die ans diesen Pres- 
sungen sich ergebende bewegende Kraft auf das Element in der 
Richtung von i s 

ds 

Ist f die auf die Einheit der Masse an dieser Stelle wirkende äussere 
Kraft , ist J die Dichte der Flüssigkeit eben da, so ergibt sich fttr 
das betrachtete Element hieraus die bewegende Kraft in der Rich- 
tung von i& 

z}fcos(f,ds)q js 

und wenn endlich ds die Verschiebung des Elementes oder seines 
Schwerpunktes in der Zeit dt bedeutet, so ist 

~^ + Jfcos(f,ds)^J^. 
ds^ dt 

Multiplioirt man diese Gleichung mit 

ds 
d.s= -Trdt = vdt, 
dt 

wenn mau die Geschwindigkeit des Elementes in seiner Bahn ge- 
messen mit v bezeichnet, so erhält man links dp, und dieses dp 
ist die ganze Aenderung von p für die Verschiebung des Elementes 
um d s , da p wegen des Beharrungszustandes unabhängig von t ist» 
Damit wird obige Gleichung 

— dp-Hzlfcos(f,ds)ds = zlvdv. 
Das Integral dieser Gleichung, ist, wenn und s zwei Punkte in der 
Bahn des betrachteten Elementes bedeuten an denen Po und p die 
Pressungen, v^ und v die Geschwindigkeiten sind 

erstlich, wenn zf constant ist, für eine tropfbare Flüssigkeit 

yw 11 

fcos(f,ds)ds = Y^v'-~Y^iVe^ (a) 



und wenn zweitens flir eine elastische Flüssigkeit (Nro. 299) 
p = kJ(aH-d) 



ist. 



k(a-f-d)ln-^+ /fcos(f,ds)ds = |-v'~-lvo'. (b) 
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1 Bei tropfbaren Flüssigkeiten ist daher die Arbeit der bewegen- 
den äusseren Kraft, welche auf die Einheit der Masse während 
ihrer Bewegung verwendet wird, gleich der von dieser Masse ge- 
wonnenen lebendigen Kraft mehr der Zunahme der Pressung vom 
Anfange der betrachteten Bahn . bis an^ Ende des betrachteten 
Stückes derselben, diese Pressungen dividirt durch die Masse in der 
Yolumeinheit der Flüssigkeit. 

Bei elastisch flüssigen Körpern hat man diese Differenz der 
Pressungen dividirt durch die Masse durch den Ausdruck 

k(a-hÖ)ln-^ 
^ ^ • Po 

zu ersetzen, wobei vorausgesetzt ist, dass die Temperatur in der 
Luftmasse überall dieselbe ist. 

328. Nimmt man bei dem obigen Elemente der Flüssigkeit 
eine der Seitenflächen des als parallelepipedisch betrachteten Ele- 
mentes normal zu dem Krümmungshalbmesser der Bahn an der 
betrachteten Stelle, bezeichnet man diesen mit ^, so erhält man in 
gleicher Weise wie in vorhergehender Nummer 

— T^ + Jfcos(f,ö) = — J — ; 

und wenn n die Richtung rechtwinklich auf q und auf d s bedeutet 

— j^ + Jfcos(f,n) = 0. 

Die Zunahme des Drucks in der Richtung des Krümmungs^ 
halbmessers der Bahn vom Krümmungsmittelpunkte weg gemessen, 
ist daher gleich der auf die Scl^ichte von der Dicke d^ und dem 
Querschnitte 1 wirkenden äusseren Kraft zerlegt nach der Verlänge- 
rung von Qy mehr der Gentrifugalkraft eben dieser Schichte; normal auf 
die. Osculationsebene der Bahn ist dagegen die Zuqahme des Drucks 
von einer Fläche zur nächsten nur gleich der in dieser Richtung 
liegenden Gomponenten der äusseren Kraft, welche die zwischen 
jenen Flächen liegende Schichte Flüssigkeit angreift, wobei der 
Querschnitt der Schichte wieder auf eins reducirt wird. 

Es ist zu bemerken, dass die Gleichungen (a) und (b) auch 
gelten , wenn man nicht in der Bahn eines Theilchens der Flüssig- 
keit, sondern beliebig von einem Punkte der Flüssigkeit zu einem 
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"beflebigen andern fortgeht, wie diess die Gleichungen (Nra 310, 63) 
ergeben, wenn man dort die Ableitungen der Geschwindigkeit nach 
t allein gleich Null setzt. Statt des Gliedes 

/ f cos (f, s) d s erhält man dann 

y(f^dx+f^dy+f dz), 

welches der Druck ist, welchen die Kraft f von der einen Stelle bis 
zur andern in der ruhenden Flüssigkeit hervorbringen würde, wobei 
aber, wenn die Bahn, auf der man von einer Stelle zur andern 
kommt, gleichgiltig sein soll, wie diess hier der Fall sein muss, die 
Kraft durch eine Kraftfunction gegeben seih muss. Andernfalls ist 
ein permanenter Zustand der Bewegung nicht möglich. Dieselbe 
Bedingung haben wir bei constanter Dichte für die Möglichkeit des 
Gleichgewichtes gefunden. Zu übersehen ist hierbei nicht, dass die 
Gleichung in Nro. 310 nur gilt, wenn eine Geschwindigkeitsfunctioh 
für die betrachtete Bewegung vorhanden ist. 

32Ö. Weil unter dieser Voraussetzung die Gleichung 
— dp-l-Jfcos(f, ds)ds = Jvdv 

für jedes Stück ds, um das man von x, y, z fortgeht, gilt, so kann 
man sie mit der andern 

• ' * - ' v' 

— dp + Jfco's (f,ß)d(»=— J — dß 

combiniren, mdem man ds und d^ gleich setzt, d.h. also nachdem 
Krümmungshalbmesser der Bahn fortgeht. Man erhält so 

dv __ dp 

und also a 

wo a eine Gonstante ist, so lange man in der Linie normal auf die 
Bewegung bleibt; von einer solchen Linie zur andern kann sich a 
aber ändern. In einer solchen Linie ist daher die Geschwindigkeit 
. dem Krümmungshalbmesser umgekehrt proportional , und wird so- 
mit Null, wenn dieser Krümmungshalbmesser oo wird oder die 
Bahn eine gerade , vorausgesetzt , dass hier nicht auch a gleich oo 



366 IV. Kräfte an einem Kfirper, dessen Theile verschiebbar etc. 

igt; im letzten Falle wird für alle Punkte normal aaf die Bahn eines 
Theilchens der Ejrümmungshalbmesser der Bahn anendiich gross, 
diese Theilchen werden sich also geradlinig bewegen. 

AusfinBs emer tropfbaren Flüssigkeit aus einem Oefässe. 

330. Ist die Pressung an der Oberfläche der Flüssigkeit in 
dem Gefässe gleich A und ausserhalb der Ausflnssöffnung ebenso A, 
etwa der Druck dei* Atmosphäre, und ist h die Höhe der Oberfläche 
über der Ausflussöfihung , so erhält man für den Strahl, welcher 
an dem Rande der Ausflussöfinung austritt, nach Formel (a) 

v»=Vo'4-2gh. 
wenn v^ die Geschwindigkeit ist, welche den Wassertheilohen die- 
ses Strahls an der Oberfläche zukommt. Gewöhi^lich vernach- 
lässigt man nun die Verschiedenheit der Pressung im Innern des 
austretepden Stralils und lässt daher obige Gleichung für alle 
Punkte der Ausflussöfinung gelten, was nicht ganz richtig ist. 

Man sieht aus obiger Formel, dass die Ausflussgeschwindig- 
keit unabhängig ist von der Dichte dei* Fliissigkeit ; ist die Ge- 
schwindigkeit an der Oberfläche im Gefasse nahezu Null, oder bei 
einem unendlich weiten Gefasse Null, so ist die Geschwindigkeit 
des Ausflusses, die, welche der Fallhöhe h zukommt. 

Ist da ein Element der Ausflussöfi^nung und 6 die Neigung der 
durch dieses Element ausströmenden Flüssigkeit gegen die Noimale 
zur Ausflussöfinung, so ist 



/' 



V cos 6 da, 

das Integral über die ganze Oefifnung ausgedehnt , die in der Zeit- 
einheit austretende Flüssigkeitsmenge. Gewöhnlich setzt ban 

diese gleich 

xav 

wo a die Grösse der Ansflussöftnung und x ein durch die Erfahrung 
bestimmter Ansflüsscoefficient is(t, welcher bei einer Oefihang 
in dünner Wand, von welcher sich der Strahl nach allen Seiten ab- 
löst, nahe gleich 0,62 ist, übrigens nicht ganz unabhängig von 
Form und Grösse der Oefihang^ wie von der Dmckhöhe. 

Solche Formeln, wie* die hier für die Ausflussmenge gegebene 
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xav stellt die Hydraulik aof, iodem sie die Form der Formel so 
weit als möglich nach den theoretischen Sätzen bestimmt ^ dann 
ab6r sich durch wahrscheinliche Annahmen zu dem Endresultate» 
das die AnweDdungen verlangen, verbilft, und endlich die in diesen 
Formeln als constant angenommenen Grössen, oben x, durch die 
Beobachtung zu bestimmen stacht; fallen diese Grössen in der Tbat 
constant aus, so bestätigt die Erfahrung die Annahme, andernfalls 
hat man zu versuchen durch andere Annahmen der Erfahrung zu 
entsprechen. Die Hydraulik sucht also auf dem Wege des Experi- 
mentes die für die Anwendungen wichtigen Fragen , für welche die 
Hydrodynamik zur Zeit nock keine vollständige , oder für die An- 
wendungen brauchbare Antwort gibt, zu lösen. Diess ist um so 
nothwendiger, da ja die Hydrodynamik selbst über die Natur der 
Flüssigkeiten Annahmen macht, welche den Flüssigkeiten in der 
Natur nicht vollkommen entsprechen (Nro. 286). 

iDer Stoss eines isolirten Wasserstrahls. 

331. Trifft ein Wasserstrahl eine feste Platte, so breitet er 
sich über diese aus, und fliesst längs dieser Platte ab; bei dieser 
Ablenkung wird im lunern des fiiessenden Wassers eine Parthie 
ruhendes Wasser sein, über welches, wenn der Beharrungszustand 
eingetreten ist, der S:trahl wie über eine gekrümmte Wand abfliesst, 
und dabei einen von der Krümmuqg abhängigen Druck auf die 
Wand dieses Wasser ausübt: Dieser Druck wird durch das an der 
Platte ruhende Wasser auf diese übertragen, und den Gesammt- 
druck, welchen so die Platte erleidet, nennt man den Stoss des 
dieselbe treffenden Wasserstrahls. 

Der grösseren Einfachheit wegen nehmen wir an, das Wasser 
trete ans einer sehr langen rechteckigen Oeffbung io dem horizonta- 
len Boden eines jGefasses, und betrachten die Bewegung in einem 
Querschnitte, welcher nahe durch die Mitte der Oeffnung rechtwink- 
lieh auf deren lange Seiten gelegt iat* Von dieser Bewegung setzen 
wir voraus , dass sie durch die kurzen Enden der Oeffiaung nicht 
beeinflusst wird, 89 dass also die Geschwindigkeit jedes Wasser- 
theilchens in der Ebene des betrachteten Querschnitta liegt. In 
dieser Ebene sei z die. verticale und x die horizontale Coordinaie 
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eines Wasfiertheilchens zar Zeit t; v die Geschwindigkeit dieses 
Theilchens , q der Erümmangshalbmesser seiner Bahn ; nnd p die 
Pressung an dieser Stelle ; beacht,et man dann die Arbeit der Schwere 
auf der kurzen Strecke, in welcher der Stoss geschieht nicht, so hat 
man allgemein fiir zwei beliebige Punkte . 

P-Po = - Y^(v'-Vo»), 

und für das Fortgehen normal zur Bahn 

^P >* ^* ^ * 

— ^ = J — und V == — , 

^Q e «• 

wo a in diesem Fortgehen constant ist. 

In dem äussersten Wasserfa4en ist der Druck constant, der 
Druck der Luft, welcher Po sein soll. Damit gibt die erste Glei- 
chung die Geschwindigkeit in diesem äussersten Wasserfaden con- 
stant; sie sei Vq. 

Im Innern ist ruhendes Wasser, also Wasser im Gieichge- 
wiclite; dort muss also die Pressung auch constant sein; sie sei p' 
und in dem innersten über diesen ruhenden Wasserkörper abflies- 
senden Wasserfaden muss also die Geschwindigkeit ebenfalls con- 
stant sein; sie sei v^ Dann ist die Pressung, welche in dem ruhen- 
den Wasserkörper im innem des ausgebreiteten Strahls sich findet, 
gegeben durch 

p'-p, = |j(v.'-v"). (a) 

Ist nun 1 die Länge, in welcher dieser ruhende Wasserstrahl in deni 
betrachteten Querschnitte die Stossplatte berührt, so ist der Druck, 
welchen diese von dem Wasser erleidet, wenn, b die Breite des 
Wasserstrahls rechtwinklieh auf diesen Querschnitt, oder die Länge 
de^r Ausflussöffnung ist 

D = bl(p'-p,) = i^bl(v/-v"). 

wobei der auf der andern Seite der Platte entgegenwirkende Luft- 
druck abgezogen ist. 

Geht man von einem Punkte in der Richtung des Eiümmungs- 
halbmessers ^ um d ^ fort, sq ist die in der Zeiteinheit durch dieses 
Element von der Länge 1 rechtwinklieh auf d ^, fliessende Wassermenge 
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gleich vd^ und die Wassermenge durch die gaäze Dicke des fliessen- 
den Wasserstrahls 

Adp = a/^ = aln-?l = aln^. 

Da diese Wassermenge überall dieselbe sein mpss, und v,^ und v' 
constant sind , so ist a ebenfalls constant über den ganzen gekrümm- 
ten Wasserstrahl, also auch q* und Qq constant, oder der Wasser- 
strahl ist durch zwei cylindrische Flächen von diesen Krümmungs- 
halbmessern begrenzt. Geht man von dem äussersten Wasserfaden, 
dessen Geschwindigkeit w^ ist, zum zweiten und ist d^ die Dicke 
des ersten , so ist v^ d (> die durch ihn fliessende Wassermenge ; 
diese ist constant, daher auch ^q constant. Damit wird dann die 
Pressung im zweiten 

V ' 

p^ 4-dp = /i-— d^ 
Qq 

ebenfalls constant, also auch die Geschwindigkeit in diesem, und so 
fort in jedem. Die Bahnen der einzelnen Wassertheilchen sind 
also alle parallel, und die Krümmungsmittelpunkte derselben ge- 
meinschaftlich , oder die einzelnen Wasserfäden bilden concentrische 
cylindrische Flächen. 

Der aus der Oeffnung tretende Strahl theilt sich in zwei 
Theile, von welchen der eine nach der Seite der positiven x, der 
andere nach der Seite der negativen x abfliesst, zwischen sich die 
ruhende Wassermasse lassend. In dem Theilungspunkte wird man 
zwei Krümmungshalbmesser haben , welche nach beiden Seiten hin 
in die Richtung der x Axe fallen. Sind nun q\ und q' die Krüm- 
mungshalbmesser des äussersten und innersten Fadens auf der 
einen , q*'q und ^" auf der andern Seite , und ebenso die Geschwin- 
digkeiten durch einen und zwei Accente unterschieden , so ist , weil 
die Pressung in der zwischen dem getheilten Strahle liegenden 
Wassermasse nur eine sein kann 

p' - Po = i J (v'Z - V'») = |- J (v". '- V" ») , 

und da bei dem Austritte aus der Oefibung die Geschwindigkeiten 
in den Randfäden gleich gross, also v'^ = v''^ sein werden, v'=v". 
Diess gibt 

Holtsmann, theoxet. Mechanik. 24 



37(^ IV. Kräfte an einem KOrper, deiten Theile Tenebiebbar ete. 

^ , a' a" ^ a' a" 

(»' ß Po (»"0 

woraus ß" __?"o 

■^""■^' 
Setzt man ^" = ß"o + ^" '^nd (»' = ^'0 "^ 9'» ^^ 

gleich der Dicke des üDgetheilten Wasserstrahls an der Stelle , an 
der die Theilang eintritt, so hat man noch 

also aoch 9" _ q" _ q"^ 

Ist die Stossplatte gross genng, so werden die beiden Theile 
des Wasserstrahls parallel der Platte abfliessen. Ist 1 die Länge 
der Linie z von 4em Theilungspunkte des Strahls bis za der Stoss- 
platte, und ist a der Winkel', welchen die Stossplatte mit der ver- 
längerten z bildet , wobei der Platte eine solche Lage gegeben wird, 
dass dieser Winkel in die Ebene x, z fallt, so ist 

(»'tan— =ß"cotY = l, 

woraus, wenn 1 gegeben ist, q' and q'^ sich bestimmt. Aas beiden 
erhält man ^ 

mid damit 8^(t + tan^) = 3, 

ai'=.9co8-^' 

Die. Grösse des Sto&ses anf die Stossplatte wird endlich 

9sina> 



= JbdVo'smaf 1 TT^J* 
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was, wenn 9 sehr klein gegen 1 ist, in 

Zfb3v'ßina 
übergeht. 

^ Steht die Platte rechtwinklich gegen den Strahl, so wird 
sin a = 1 und der Stoss anf die Platte 

zrb8v*=2Jgb9h, 
wenn man v^ = 2gh setzt. Der Stoss ist dann gleich dem Drucke 
einer schweren Flüssigkeitssäale vom Querschnitte bd und der 
doppelten Fallhöhe , welche der Geschwindigkeit 2ukonmit. 

Für die Wassermengie , welche in der Zeiteinheit ausfliesst, 
erhält man 

A = b ("a' In^ + a" In-^^ = 

b(ä' + a")ln-?^. 
Eä ist aber 

— = Vj, oder a' = v^ ( 1 cot— ■— 8 cos -^ ) , 
Qq V z * 2 y 

-^ = Vo , oder a" = Vo M tan -^ — 9 sin ^J • 



und 

Daraus erhält man 



A = Vo b (— 9 ) In 5 



l — --- sin a 
AI 

was für ein gegen 9 sehr grosses 1 in 

A = Vob9 
übergeht. Die Ausflussmenge wird durch die Nähe der Stossplatte 
geändert. 

Den Stoss auf eine Platte hätte man auch in der Weise be- 
handeln können, Vie die folgende Aufgabe behandelt ist 

Eine Bohre dreht sich gleichförmig um eine mit ihr fest verbundene 

Aze ; durch sie fliesst Wasser. Das Drehmoment des Drucks dieses 

Wassers auf die Bohre anzugeben. 

332. Die Drehaxe sei die Axe der z, w die constante Winkel- 
geschwindigkeit » mit welchePsich die Röhre um die Axe dreht 

24» 
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dm sei ein ElemeDt der in der Röhre befindlichen Wassermasse, 
welches sich zur Zeit t in der Entfernung r von der Drehaxe befin- 
det; r bilde zu dieser Zeit mit einer durch die Drehaxe gehende 
Ebene, welche mit der Röhre fest verbunden ist, sich also mit die- 
ser dreht, den Winkel xp, diesen in der Richtung der Drehang w 
gemessen ; so ist das statische Monient des Drucks, auf das Element 
d m für die z Axe 

dM= — dm, 

dt 

und also die Summe dieser Momente für alle zur Zeit t in der Röhre 
befindliche Wasserelemente 

M=y jj ■ dm. 

Beim Beharrungszustand ist dieser Moment constant nach der Zeit, 
wesshalb man hat 

"-[/'■(^-)^"l-[/"Cä!-')^4- 

Das erste Integral ist die Summe der Flächengescfawindigkeiten 
aller zur Zeit t in der Röhre befindlichen Theile nebst der Summe 
der Flächengeschwindigkeiten der Wassertheile , welche während 
dieser Zeit die Röhre yerliessen im Momente des Austrittes, weni- 
ger der Summe der Flächengeschwindigkeiten , welche die eintre- 
tenden Wassertheilchen hatten ; das zweite Integral ist die Summe 
der Flächengeschwindigkeiten , welche die zur Zeit in der Röhre ■ 
befindlichen Wassertheilchen haben. Da beim Beharrungszustande 
diese Summe der ersten in dem ersten Integrale enthaltenen gleich 
ist, so heben sich diese beiden auf, 

'Ist q^ die* Grösse der Ausflussöfi^püpg, r^ die mittlere Entfer- 
nung derselben von der Drehaxe z ; ist ß^ die Neiguftg des austre- 
tenden Strahls gegen die z Axe und % der Winkel des verlänger- 
ten r^ mit der Projection des Strahls auf die zu z normale Ebene, 
in der Richtung der Drehung gemessen, ist endlich v^ die mittlere 
Austrittsgeschwmdigkeit relativ gegen das Axensystem, das sich 
mit der Röhre dreht, so ist # 
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zrq^v.t 

die in der Zeit t ausgetretene Wassermasse, und fdr diese 

and damit der betreffende Theil des ersten Integrals 

dq^ v^ tfr^ v^ siD/Ji sina^ 4- r^ 'w]. 
Für die eintretende Wassermenge seien dieselbe Grössen 

nnd damit wird, weil noch 

qoVo=qtVi 
sein mnss, 

M = Jqo Vq {ji Vj sinft sina^ — r© v^ sin/?o ßioao + (^i * — ^o ') wj. 

Der Druck auf das Wasserelement d ta setzt sich zusammen 
ans dem Drucke der umgebenden Wassertheile ; die Schwerkraft ist 
vertical; ist diess die Axe z ebenfalls, so kommt diese bei dem Mo- 
mente M nicht in Betracht. Da aber die Pressungen in einer 
Fläche jedenfalls paarweise und entgegengesetzt vorkommen, so 
werden sich die Momente dieser Pressungen gegenseitig aufheben, 
mit Ausnahme derer, welche an den Grenzflächen auftreten. Diese 
sind aber der Druck der Wände und die Pressungen auf die Ein- 
tritts- und die Austrittsöfihungen. 

Nennt man das statische Moment des Drucks des fliessenden 
Wassers auf die Wände der Röhre Dd; sind Po und p^ die Pres- 
sungen in der Eintritts- und der Austrittsöffnung, so ist 

M = — D8 +Po qo siüßQ sin «t — Pi qi smft sina^ , 
woraus man erhält 

D9 = poqo sin/9o sincTo — Pi q^ sin/S^ sina^ — 
—-^qo Vo [r» Vj sin A sina^ — r^ v« sin/?o ßiaao + (^i *— ^e *) w]. (a) 

Sind mehrere solche Röhren , wie bei den Turbinen , zu einem 
Körper verbunden , und bilden die Aasflussöffnungen mit den her- 
vorstehenden Enden-^der Röhren oder Schaufeln eine in sich ge- 
schlossene Fläche, welche dem Drucke p^ ausgesetzt ist, so gibt 
dieser constante Druck auf diese geschlossene Fläche die Resulti- 
rende Null (Nro. 294), und daher kein Drehmoment. Dasselbe gilt 
von den Eintrittsöfihungen. Dadurch wird 
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D8 = 

— ^90^0 [fi Vi sin /9t sin «4 — Fo Vq sin/9oSinai+(ro'-ri *) w]. (b) 

Ist vor den Eintrittsöflfnungen ein Behälter an dessen oberem Ende 
das Wasser als ruhend betrachtet werdet kann, ist p^ der' Druck 
sowohl auf die Oberfläche dieses Wassers als der auf die Ausfluss- 
öflPnungen; ist z die Tiefe der EintrittsöflPnungen unter dieser Ober- 
fläche, so hat man 

^gz = Po-Pl + •2^üo^ 

wenn u^ die absolute Geschwindigkeit des Wassers in der Eintritts- 
öffnung bezeichnet , und wenn keine Contraction und andere Wi- 
derstände, wie Stoss bei dem Eintritte statt finden. Treten aber 

solche auf, so bat man für Uq zu setzen^, wo k ein Coefßcient, 

welcher kleiner als 1 ist, und welcher von der Art des Eintritts ab- 
hängt. Damit wird 



^gz=Po-Pi + 2-^fjF- 

Am Eode der Röhre ist der Druck wieder p^ ; ist z^ die Tiefe der 
Ausflussöffnung unter der Eintrittsöffnung, so ist für die relative 
Bewegung 

i^(r,»-ro')w'4-z/g2; = pt-p„+|j(v,»-v„«). 

WO das erste Glied die Arbeit der Centrifngalkrait ist. 
Addirt man diese beiden Gleichungen, so erhält man 

ij(r,'-r,')w* + z/g(2+,z,) = l^[|^* + v,'-v„»]. 

Es ist aber ' 

«0 * = Vo ^cos j^o * + (vo mß^ sinao ^- ^o w).^ -4- v^ ^«in/^o *cos fto ' 

= Vo ^ -I- 2 v^ ro wsin/^o^sin «0 -f- ro *w^ 

nnd wenn u^^ die absolute Austrittsgeschwindigkeit ist 

u^ * = V4 * -I- 2 Vi r^ wsin/?i sina^ + r^ ^vr\ 
Daraus 

Vi *— Vo '=Ui '— Uo '—2 Vi r^ wsinft sina^ +2 v^ r« wsin/9o sinao — 

-r^'w^ + ro'w'. 
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Damit wird 

1 ö ' 1 

g(z + zO = -^+2 (°i'~'°o')-V4r4WsinAsina, "^ 

-h Vo To Wßin^o ßi°«o — Ti 'w' + Fo *w'. 
Sabstitairt man dieses in die Gleichung (b), nachdem man diese 
mit w mnltiplicirt hat, so erhält man 

D8w=JqoVo[g(z-t-zJ- Y°o*(p^-l)-2"n,'J- (c) 

Ddw ist die auf die Tarbine in der Zeiteinheit übertragene Arbeit, 

und diese ist gleich dem Gewichte der in der Zeiteinheit durch die 

Turbine geflossene Wassermasse ^qo.^a S nmltiplicirt mit der Höhe 

des ganzen Gefälles z+.z^ , weniger der lebendigen Kraft 
1 
-;r- Jqo VoUi ^, welche das austretende Wasser mitnimmt und weni- 

ger der lebendigen &aft -^Jq^v^ u© * f-rt ~ » welche beim 

Eintritte m die Turbine verloren geht, Istl= 1, so fällt dieses 
letzte Glied weg. 

Der AuiflnsB der Oase. 

333. Ffir den Fall einer constanten Temperatur gibt die Glei- 
chung (b) in Nro. 327 die Geschwindigkeit des Ausflusses 

v^=2k(aH-d)ln-2iL, 
P 
wo Po die Pressung des Gases in dem Behälter und p die Pressung 
in der Ausflussöffnong ißt, 6 aber die Temperatur und k der in 
Nro« 299 näher bestimmte Coefficient 

Ist die Grösse der Ausflussöflfnung a, so ist das Volum der in 
der Zeiteinheit ausgetretenen Gasmenge ^, 

av, 
wenn vorausgesetzt werden darf, dass alle zu der Oefihung austre- 
tenden Gastheile die Geschwindigkeit v normal zu a haben. Ist diess 
wie gewöhnlich nicht der Fall, so mnltiplicirt man die Grösse av 
noch mit einem Ausfloss-OoefScienten x , welcher durch die Erfah- 
rung bestimmt wird. 

Dieses Volum Gas hat die Pressung p, die in der Ausfluss- 
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öflfnung vorhanden. Will man das Volum der austretenden Gas- 
masse anter der Pressung Po berechnen, so hat man das erste 
Volum mit 

_P_ 
Po 
zu multipliciren. 

Für die Pressung p in der Ausflussöflfnung setzt man gewöhn- 
lich die Pressung, welche ausserhalb* des Gefässes vorhanden ist, 
was aber nur bis zu einem bestimmten Werthe von p zulässig ist. 
Setzt man für p z.B. Null j berechnet naan also auf diese Weise die 
Gasmenge , welche in der Zeiteinheit in den luftleeren Raum aus- 
strömt, so erhält man dieses Volum gemessen unter dem Drucke p^^ 
gleich Null, was widersinnig ist. Ist, nachdem die Ausflussöffnung 
einige Zeit geöffnet war, die Geschwindigkeit der austretenden Luft 
grösser als die der vor der Ausflussöffnung abströmenden Luft, so 
muss vor der Ausflussöffnung eine Vermehrung der Verdichtung 
eintreten. Von dieser wissen wir, dass sie mit der Geschwindig- 
keit des Schalls fortschreitet. Die Verdichtung unmittelbar vor 
der Ausflussöffnung wird daher zunehmen , so lange die Geschwin- 
digkeit des Ausflusses grösser ist als die Geschwindigkeit des* 
Schalls, und so lange, kann also auch kein Beharrungszustand ein- 
treten. Dieser wird, wenn zuerst die Dichte vor der Mündung klei- 
nerwar, erst dann eintreten, wenn die Dichte an der Ausflussöffnung 
so gross geworden ist, dass die Geschwindigkeit des Ausströmens 
der Geschwindigkeit 'des Schalls gleich geworden ist, also wenn 

2k(a + Ö)ln-2^=:k(a + Ö), (Nro.321,f) 

c 
wo rechts der von der Erwärmung herrührende Factor —weggelassen 

ist, weil hier die Temperaturänderung vernachlässigt ist. Man 
findet hieraus als den Grenzwerth von p 

p = Po • e ^ = 0,6065 Po . ' 

Ist die anfängliche Pressung ausserhalb des Ausflussgefösses 
kleiner als dieser Werth von p, so wird sich die Verdichtung vor 
dieser steigern, bis p diesen Werth hat, und nun erst der Behar- 
ruttgszustand eintreten. Ist dagegen der Druck ausserhalb grösser 
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als 0,6065 Po 9 so würde eine Verdiohtnng, die sich vor der 
Mündung bi^et, schneller abfliessen, als die Luft nacbfliesst; 
hier wird also der äussere Druck auch der Druck p in der Aosfluss- 
öfifnung sein. • 

Gleichgewicht der Kräfte an elastischen 
Körpern. 

334. Aendern die Punkte eines Körpers ihre gegenseitige 
Lage , so finden hierbei einige reingeometrische Bedingungen statt, 
welche für den Fall, dass die YerrückuDgen sehr klein sind, hier 
zuerst entwickelt werden sollen. 

Der Punkt, dessen ursprüngliche Lage durch die rechtwink- 
lichen Goordinaten x, y, z gegeben ist, sei durch die auf den Kör- 
per, dem er angehört, wirkenden Kräfte nach 

x + J, y+ij, z + f 
gebracht, wo ^, i;, £'sehr klein sein sollen, und als Functionen von 
X, y, z gedacht werden. Dann werden sich für einen Punkt, dessen 
ursprüngliche Goordinaten 

jc + h, y + k, z + 1 
smd, die Verrückungen 

dx dy dz 

ergeben, wenn man die höheren Potenzen von b, k, 1 weglässt. 

Setzt man die ursprüngliche Entfernung der beiden betrachte- 
ten Punkte gleich n, so ist 

n* = h»4-k'-t-l* 
und die jetzige Entfernung, welche n(l -he) sein soll, gegeben 
durch 

n*(l+6)^=(h + r-?)'+(k + ij'-ij)^4-(l4-f'-0'. 
Lässt man in dieser Gleichung das Quadrat von e gegen die erste 
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Potenz weg, und lässt man ebenso die Onadrate und Prodacte von 
^, — etc. weg, 80 erhält man die genäherte Gleiotong 

dx dy dz 

s ist hierbei die lineare Ausdehnung des Körpers in der Richtimg n 
bezogen auf die Längeneinheit; ist e negativ, so findet in der lUek-' 
tung n Zusammendrückung statt. Fällt n mit einer der Richtun- 
gen Z.B.X zusammen, so werden k und 1 gleich und n^h, womit 

dx . 
wird,- was also die lineare Ausdehnung in der Richtung x ist. 

Setzt man cn*= ± 1, so wird die Gleichung (a) die einer 
Fläche des zweiten Grades, deren Coordinaten h, k, 1 sind, und 
welche ganz die Form der Gleichung (f) ,Nro. 279 hat. 

Wählt man die Goordinatenaxen der x, y, z so, dass diese 
Fläche auf ihre Axen bezogen erscheint, so wird ihre Gleichung 

±i=^h»+^k'+^i* (b) 

dx dy dz ^ ^ 

und für diese Axen ist 

dy dx dz dx dz dy ^ "^ 

Diese Axen enthalten den grössten und kleinsten Werth von n, 
und also auch den grössten und kleinsten Werth von e, da dieses 
durch 

gegeben ist. 

Bezeichnet man die drei Wertfae von e, welche diesen Aken 
entsprechen unter dem Namen der Hauptausdehnungen mit 

so wird die obige Gleichong (b) 
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und es ist d£ dn/ dt 

*^""dx' **""dy' ^» dz 
Ein Parallelepiped , das nrsprüoglich das Volnm hkl hatte, 
wird jetzt das Volum 

haben , oder die Einheit des Volums ist jetzt in 

(i+o(i+o(t+«.) 

ausgedehnt, so dass die Volumsaj^sdehnung mit Weglassung der 
höheren Potenzen gleich 

annähernd gesetzt werden kann ; diess ist die kabisi^he Ausdehnong 
an der Stelle, welche ursprünglich bei x, y, z war. 

Für Ct -h «2 + *$ ^aoß ™2tn allgemein die Summe dreier Aus- 
dehnungen setzen , welche in demselben Punkte nach drei aufeinan- 
der rechtwinklichen Richtungen ätattfiuden, welche Summe f&r den- 
selben Punkt constant ist, wovon man sich mit Hilfe der Gleichung 
(a) auf dem in Nro..276 eingeschlagenen Wege überzeugt. 

335. Für elastische Körper zeigt die Erfahrung, dass em 
Zug nach einer Richtung eine Ausdehnung in dieser Richtung be- 
wirkt, welche der Spannung in dieser Richtung proportional ist, 
wenn nur diese Ausdehnung klein genug ist, dass aber zugleich nor- 
mal auf diese Richtung eine Zusammenziehung eintritt, welche 
ebenfalls proportional jener Spannung, ist. 

Bei den isotropen Körpern ist das Verhältniss zwischen der 
Ausdehnung in der Richtung des Zugs 2^ der Spannung uniubhän- 
gig von defr Richtung des Zugs; bei den anisotropen Körpern ist 
das aber nicht der FalL Wn: betrachten einen i'sotrope/i Körper, 
und nehmen an, dieser sei in der Richtung der z Aze einem Zuge 
nüterworfen, welcher die Spannung X in jeder zu z normalen Fläche 
hervorruft; diese sei begleitet von einer Ausdehnung e in dieser 
Richtung und einer Ausdehnung, welche negativ werden wird, pe 
in der Richtung von y und derselben in der Richtung von z; dann 
wird man setzen können 

X = Ee.- 
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Erfolgen ebenso dorcli die SpannUDgen Y und Z in den Riclitangen 
von y and z die Ausdehnungen e' und e'^ so hat manierner 
Y = Ee' undZ=E.e"- 
Nun wird, wenn alle drei Züge zugleich stattfinden» und die 
Ausdehnungen sich addiren, was man £är sehr kleine Ausdehnun- 
gen annehmen muss, die Ausdehnung in der Richtung der z Axe 
söin 

«^ = e-t-p(e'-t-e"), 
und ebenso nach y und nach z 

Cj =e'-l-p(e-4-e'^; c, =e"-+-p(e-4-e'). 
Aus diesen findet man 

Cj -h c, + e, = (1 + 2 p)<e 4- e' -h e") = 9 , 
wo J die cubische Ausdehnung ist. Dann findet man 

(i-h2p)(p-i/ p-i"» ^• 

und das analoge für e^ und e. Daraus ergibt sich 

X = ;iJ-+-2jii€t; Y = ;id + 2j[eej; Z = -l* + 2/[*c,, (d) 

wenn man 

Ep E 

/. . ^ w 7\ durch X und r- durch 2 a 

(H-2p)(p~l) p-1 ^ 

ersetzt. 

X, Y, Z sind hierbei die Hauptspannungen (Nro.280); die 

Normalspannung in emer Richtung n findet man oach Nro.278 

gleich 

N^ = Xcos(n,x)* + Yco8(n,y)'-t-Zcos(n,z)' 

während man die Ausdehnung nach dieser Richtung (Nro^ 334) 

c =; «4 cos (n, x) ' -f- c, cos (n, y) * -f- « j cos (n, z) ' 
hat. Sobstitu&t man für X, Y, Z die oben gefundenen Werthe, 
so erhält man 

N^ = A<l + 2it*« (e) 

allgemein für jede Richtung n. 

Geht man nun von beliebigen Goordinatenaxen x, y, z aus, 
▼on welchen nicht mehr vorausgesetzt sein soll, dass sie mit den 
Hauptausdehnungsaxen zusammenfallen, so hat man für die Nor- 
malspannung zu n aus (Nro. 278) 
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N^ = X^cos(o,x)'-l-YyCos(ii,y)*4-Z,cos(n,z)' 
-h 2 Xy cos (n, x) co&(d, y) -H 2 X^ cos (n, x) cos (d, z) 
r|- 2 T^ cos (n, y) cos (n, z) . 

Setzt mtm hier für N^^ seinen Werth XS'h2fi€ und farX^, T , Z^ 

nach derselben Gleichung (e) 

XS^2fi^;XS-h2fi^; Xi^2fi^, (63) 

während man^e aas Nro. 334 gleich 

e = T-C08(n,x)* -f- j^ cos (n, y)' -f- 3— cos (n,z)' 
dx ^ . dy ^ ^^ dz ^ » ^^ 

"^ (d7 "*■ df ) ^^® ^^' ^^ ^^® ^°' y^ 
-*- (j- + 5^} cos (n, x) POS (n, z) 

"*" (df "^ dy) ^^^ ^°' ^^ ^^* ^°' ^^ 
setzt, so erhält man 

Xy cos (n, x) cos (n, y) 4- X^^ cos (n, x) cos (n, z) -h 
-I- Y^ cos (n, y) cos (n^ z) = 

^ '* [(d^ ■*" df) ^^^ ^"^'^^ ^^^ ^*^y^ "^ 
-*- (^1^ + ^J cos (n, x) cos (n, z) H- 

■^ (dl" "^ ly ) ^'^'^ ^"' y^ *'** ^°' ^^] ' 

wi^ weil die Goefficieoten nnabhängig von der Richtung n sind in 

zerfällt. 

Die Gleichungen (63) and (64) drücken die Componenten der 
Spannungen durch die hervorgebrachten Verschiebungen aus. 
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336. Ehe wir weiter gehen, soll hier bemerkt werden, dass 
der oben mit £ bezeichnete CoefBcient' der linearen Ansdehnnng 
durch einen Zag bei den Mechanikern gewöhnlich der Elastici- 
tätsmodnl heisst Eliminirt man p zwischen den beiden Aus- 
drücken ffir X und (a, so erhält man 

^^^(2^ + 31) ^ ^^ 

Der reciproke Werth hiervon heisst der Elasticitäts-Coeffi- 

cient des betrachteten Körpers. 

Die Ausdehnung normal auf die Zugrichtung ist oben mit pe 

bezeichnet ; hier ist 

X 

Ist ein Körper nach allen Seiten gleich gespannt, al&o X = Y = Z» 
so ist die lineare Atisdehnung 

^i=(H-2p)e^(t+2p)|-, 

woraus X = (2 jii 4- 3 Z) «^ 

wird. Eine Beobachtung dieser linearen Ausdehnung nebst der Beob- 
achtung des Elasticitätsmoduls dient daher dazu, die Coeffieienten 
X und (A für die betrachtete Substanz zu bestimmen. 

337. Die Gleichgwichtsbedingungen und die Bewegungs- 
gleichungen ergeben sich nun aus den Gleichungen (53, Nro.272), 
indem man dort für X, T, Z die hier bestimmten Werthe und für 
Gleichgewicht die BeschleuDigungen gleich Null setzt. Man erhält 
so nach einer kleinen Umformung die Gleichgewichtsbedingungen 

Bei den Anwendungen sind entweder die Verschiebungen als 
Functionen der x, y, z bekannt, und man sucht die in der 
Oberfläche des Körpers Torhandene Spannungen, welche diese 
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VerschiebQDgen hervorbringen, oder es sind diese Spannniigen be* 
kannt und man sucht die VerschiebaageH, was aber bis jetzt in den 
wenigsten Fällen gefaiBgen ist. 

338. Ist gegeben 

5 = ax; a? = by; f=cz 
für einen Körper, dessen Masse nicht dnrch Kräfte angegriffen ist, 
so hat man 

dx dy dz 

nnd alle übrigen Ableitungen gleich Nntl. Daraas hat man 

i=a+b+c 
und' / X^ = Z(a + b + c) + 2]i*a, 

Ty = Z(a + b + c)4-2ji*b, 
Z^ = i(a + b + c)-l-2jiAc, 
. . • X, = X, = Y. = 0. 

Die Spannungen X^, T , Z^ sind also Hauptspannungen, und^ind 
constant; sie müssen also auch in der Oberfläche vorhanden sein, 
und dnrch sie sind also die Züge, welche ^ der Oberfläche wirken, 
bestimmt. Ist der Körper ein rechtwinkliches Parallelepiped, dessen 
Kanten mit x, y, z parallel gehen, so ist X^ der Zug, welcher in 
den zu x normalen Endflächen in jeder Flächeneinheit angebracht 
sein muss , um obige Verschiebungen hervorzubringen ; ebenso hat 
man in den zu y und zu z normalen Endflächen die Züge Y^ und Z^ 
für jede Flächeneinheit anzubringen. 

339. Ist gegeben 

J = 0; i? = axz; £■= — axy, 

so werden ^z=0-'^ = 0-— = 

dx * dy ' dz * 

also die kubische Ausdehnung gleich Null. Dagegen 

dw d» 

vf = az; jf:^ax; 

dx dz 

dC . df 

di^-^y^ dy = -^"* 
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und damit 

X, = Y^ = Z, = 0, 

Man hat also hier in den zu x normalen Flächen tangentiale Span- 
nungen, welche in den zu i normalen Endflächen in gleicher Weise 
vorhanden sein müssen. Setzt man einen prismatischen Körper 
voraus, dessen Axe die x Axe ist, und ist dq ein Element dieser 
En4^äche, dessen Coordinaten y und z sind, so ist die Summe der 
parallel zu y auf diese Fläche wirkenden Kräfte 



jua /zdq 



und ebenso die Summe d^r zu z parallelen Kräfte 



•^ayydq. 



Diese beiden Summen geben eine Resultirende, wenn nicht 
jede für sich gleich Null wird, was bedingt, dass die x Axe durch - 
den Schwerpunkt der Endfläche geht. Ist diess nicht der Fall , so 
müsste die x Axe selbst eine Verschiebung erleiden, was der An- 
nahme nach nicht der Fall sein soll. 

Die beiden an dq Ivirkenden Kräfte setzen sich zu einer Re- 
sultirenden zusammen, welche normal auf der Verbindungslinie von 
dq mit der x Axe steht, und welche der Entfernung des dq von der 
X Axe proportional ist. Die ganze Endfläche muss von solchen um 
die X Axe drehenden Kräften angegriffen werden , deren statisches 
Moment in Beziehung auf die x Axe gleich 



-a/r' 



dq 

ist, wo r die Entfernung des Elementes dq von der x Axe ist, und 
das Integral über die ganze Endfläche auszudehnen ist. 

Bezeichnet man die Hauptspannungen in x, y, z mit A, B, C, 
so wird 

A+B + C=:X, + Yy-hZ,==0, 

A2 + B'H-C^ = X'-l-Y' + Z^ = 2|i*'any' + z') = 2ii*'a«r», 

wenn man y* -+- z' = f' setzt. 

Aus den Componenten von X ergibt sich , dass X in der zu 
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X und r fechtwinklichen Linie n liegt nnd gleich — ji^ar ist» wenn 
man n in der Richiung y, z nimmt. In der Ebene normal zu r ist 
keine Spannung vorhanden. Bezeichnet man sie mit R, so müsste 
Rj^ = X^ sein, diess ist aber gleich Null. Ebenso ist R = Y^ = 0, 
weil T mit T^ zusammenrällt und also die Richtung x hat; das 
gleiche gilt von R^ ::7 Z^ , da Z die Richtung x hat« Es ist also 
auch die tangentiale Spannung in der zu r norm^alen Ebene gleich 
Null, oder diese Ebene ist eine der Ebenen der Hauptspannongen; 
ist diese gleich A, so ist A= 0, womit 

B=^ — C und B = jiiar uixd C== — jitar 
wird. 

Die Richtungen dieser Hauptspannungen findet man aus 
X3 = B cos (B, x) und X^, = C cos (C, x) , 
oder weil B und G in einer »uf r normalen, also mit x parallelen 
Ebene liegen 

cos (C,x) = — sin (B, x) , 

und . Xß = Xsin(B,x); Xc = Xcos(B,x), 

womit — j[*ar sin (B,x) = ji*ar cos (B,x) , 

oder tan (B, x) = — 1 oder B, x = 135® und C, x = 45* 

folgt. Die beiden &auptspannungen sind also in Ebenen vorhanden« 

deren Normalen zu beiden Seiten von x mit diesem Winkel von 

45® bilden, und welche durch r gehen. 

340. Es seien die Verschiebungen in einem gebogenea Prisma 
für zwei Punkte 

X, y, z und — x, y, z, 

^,rj, f und — ?, 7f, f, 
ferner für x, y, z und x, — y, z, 

J-, i;,fund 5, — iy, t, 
so folgt daraus zunächst, dass für x = auch J = sein müsse, 
und ebenso für y = auch aj = 0. 

Es seien femer die normalen Pressungen auf die zu y und zu z 
normalen Ebenen durchaus gleich Null. Diess gibt 

T =Z =;i*-H2iti^==^<!+2>t§f = 0, . 

7 « dy dz 

Holtanann, tiieoiat. MMlumik. 25 
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oder ll — ^ — _ ^ dg , n 

dy'"dz'" 2(i-f-f*)dx* • 

DaraaB findet man 

Snbstitairt man diese Werthe in die Gleicbgewichtsbedingnngen 
nnter der Voraussetzung, dass keine Kräfte auf die Masse des 
Prismas wirken , so werden diese 

^dT'^dy^^dP"^^' ^^^ 

2(l-hfi) dxdy^dx'^dz^ "' ^^ 

2(A4-/ii)dxdz"^dx'"^dy^'^"* ^^ 

Nimmt man nun an , die Biegung erfolge durch äussere Züge 
80, dass die Ausdehnung in der Richtung von x oder 
d? 
dx 
sei, wo (f und t von z und y unabhängig sein sollen» so erhält 
man 



J= /crdx4-z Adx, 



wozu weil 5 = für X = keine Constante kommt , wenn beide In- 
tegrale von X = P anfangen. 

Setzt man den so bestimmten Werth von g in die Gleichung 
(c) , so wird diese 

der , dT ^ 
j--t-z^— =0, 
dx dx 

woraus, weil <r and t von z unabhängig sind, 

c = a und t = c , 
beide Werthe constant, sich ergeben. Es ist also 

5 = ax-f-cxz. , (f) 

Die Gleichung (a) gibt damit 
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WOZU keine Constante kommt, weil i; = für y = 0. Beide Werthe 
von f und tj entsprechen der Gleichung (d). 
Dieselbe Gleichung gibt noch 

wo X eine Function von x und y sein kann. 

Substituirt man diesen Werth von C in die Gleichung (e), so 
wird diese 

ihr entspricht das allgemeine Integral 

WO F und f zwei willkührliche Functionen sind und'i = V— 1. 

Sollen in den Oberflächen des als rechtwinklichen Parallele- 
pipeds nun näher bestimmten Prismas keine tangentialen Span- 
nungen vorkommen, so hat man, wenn diese Oberflächen bei 
x = ±l;y=±m;z=±n liegen, 

^.="(^+11) 

gleich Null, das erste für x= ± 1 und für y = ±m; das zweite 
für X = ± 1 und für z = ± n; das dritte für y = ± m undz =± n. 
Nun wird X^ allgemein gleich Null, 

dz dx dx 

was unabhängig von z ist, und also für jedes z gleich Null werden 
muss. Substituirt man den für x gefundenen Werth, so erhält 
man 

l^ + %lI._^+M.. + c, = 0. 
dx dx ^{l-^fi) 

Daraus folgt 

25* 
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F,+.,+f,_,, + -8^cx' + V-, = 0. , 
womit dann 

~2(>l + i») V""^ 2>' 
wird oder 

Damit aber X^ auch Null werde für x = ± 1 , mußs 

±cl-~c(±l) = 
sein, was der Fall ist. 

Fiir Y^ erhält man mit Weglassung des Factors /t 
X äxfß X-h-^fjb 

~2iX + (i)''^ dy 4.(1 + fif^ 
und diess soll Null werden für y = ± m und für z = ± n. Setzt 

man 

dt/; 3^4-2u 

j-^ = — ^^, . ^ cy, oder • 

dy 2{X^ii) • 

SA-t-2tt ' 

so erhält man 

Damit sind nun alle Verschiebungen bestimmt Man sieht, 
dass die linearen Ausdehnungen nach den Richtungen x, y, z unab- 
hängig sind von x und y; sie sind 

dj di7 ^ / \ 

dx dy 2{X'\'(iy ^ 



und di ^ / V 
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Die räumliche Ausdehnung wird 

L X'\rflJ X'\'fl^ ^ 

Es bleibt noch übrig die äusseren Züge zu bestimmen, welche 

dem Prisma die hier bestimmte Biegung gibt 

Zunächst sind 

T =Z =X =X =Y 
7 * r * * 

f&r die Oberfläche gleich Null, was ebenso im innern stattfindet. 
Es bleibt also nur noch 

2^x = X:^(a^-<5z)H-2/ii(a + cz) 

— 5-— (a-t- cz) = jii(aH-cz), 

WO E der Elasticitätsmodul ist Das Prisma ist daher durch einen 
oach diesem Gesetze vertheilten Zug gespannt, oder wenn X^ 
negativ wird, gepresst Es ist diess, wie man sieht, zugleich die 
Hauptspannung in jedem Punkte. Ihre grössten und kleinsten 
Werthe liegen bei den grössten und kleinsten Werthen von z. Ist c 
gleich Null, so hat man das gleichförmig in der Richtung c gespannte 
oder gepresste Prisma; ist dagegen a gleich Null, so hat man auf 
einer Seite der z Spannung und auf der andern Pressung. 

Der ganze Zug in jeder der Endflächen ist, wenn z von dem 
Schwerpunkte aus gemessen wird 

P = E,2m/(a-i-cz)dz = 4mnaE 

— a 

woraus P 

a = 



4mnE 



Das Moment des Drucks für die Axe der 7 ist 

/•■*"' 4mn* 

M = E.2m/(a-4-cz)zdz = — ^cJE, 

— n 

woraus 3 M 

c»= 



4 mn*E 
Mit diesen beiden Ausdrücken wird 



* 4mn 4mn' 4mnL n' J 
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34L Aufgabe. Ein hohler Cylinder, dessen innerer Halb- 
messer ro 9 äusserer r^ und dessen Länge 1 ist , ist einem Drucke 
von innen nach aussen =p und einem äusseren ?=pi für jede 
Flächeneinheit ausgesetzt ; die in der cylindrischen Hülle stattfin- 
denden Spannungen zu bestimmen. 

Der Druck auf jede der beiden Endflächen istCr^'p— rt'pi)7r; 
dieser gibt in der cylindrischen Hülle eine der Axe des Cylinders 
parallele Spannung 

r ' — r ^ 

Diese Spannung ist in jeder zur Axe des Cylinders normalen Ebene 
dieselbe, und ist normal auf dieser Ebene, eine Hauptspannung. 
Eine zweite Hauptspannung wird in einem Punkte der Hülle in der 
zu dem Radius durch diesen Punkt normalen Ebene stattfinden ; 
sie heisse R; die dritte muss dann in der Ebene durch den Punkt 
und die Axe stattfinden ; ihre Richtung steht rechtwinklich auf dem 
Radius r und der Axe des Cylinders ; sie heisse S. S ist constant, 
wenn der Radiu's r derselbe bleibt, wie auch R sich nur mit r än- 
dern kann. 

Schneidet man aus der Hülle ein Volumelement durch zwei 
concentrische cylindrische Flächen mit den Radien r und r + dr, 
durch zwei Meridianebenen, welche den Winkel dy unter sich bil- 
den, und endlich durch ^wei zur Cylinderaxe normale Ebenen,, die 
um dz von einander entfernt sind,, so findet man die Summe der 
auf die Seiten dieses Volumelementes wirkenden Spannungen zer- 
legt nach r gleicb 

Tr^ + R-S^drdydz, 
und hat also färs Gleichge\^icht die Bedingung 

•" r^ + R-S = 0. (a) 

dr ^ ^ 

Ist der ursprüngliche Radius r auf r + ^ verlängert, so ist die Aus- 
dehnung in der Richtung von r gleich -r^. Die Ausdehnung in der 
Richtung von S findet man , da aus 2 ttt liun 2 (r -4- Q)7t geworden 
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ist gleich -^ . Die in der Richtung der Axe des Cylinders stattfin- 
dende constante Ausdehnung sei c. Damit wird 

dr vdr r J "^ dt 

S = Xd + 2n^: 
r 

Aas diesen beiden Qleichnngen wird (a) 

dr'^rdr r»""" 



a 



Setzt man hier ^ = ar 

so erhält man die Bedingung 

«'= 1 oder a= ± 1, 
woraus sich das allgemeine Integral der obigen Differentialgleichung 



fl = arH 

^ r 



ergibt, wo a und b Constanten sind. 

Man erhält damit die Ausdehnungen 

dö hg . b 

dr r' r r* 



und damit die räumliche Ausdehnung 
* = 2a4-c, 
also constant für die ganze cylindrische Hülle. 

Zur Bestimmung der Constanten hat man R = — p© für r = ro 
und R = — Pj für r = Ti ; endlich die Spannung in den Flächen 
normal zur Axe. Man hat damit 

-p,=A(2aH-c) + 2iit(a~;p), 
-p,=A(2a-i-c) + 2Ai(a-— ,), 
ro'Po-r.^^p, =;t(2a + c)-H2it^c. 
Aus diesen findet man 
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K - (Po-P«)''o*ri* 
"- 2/>*(r,»-r.») • 

Die SpannuDg S wird mit diesen Werthen 

o_ Poro'-Piri' . (Po-Pi)ro^rt* 1 

nnd hat also ihren grössten Werth-an der innem Seite der Hülle 

für r = to. Dieser wird 

c _ Po(ro'-^ri')-2p,r,» 
öo — a_- t • 

Nimmt man für S^ die für das Material zulässige Spannung an , so 
erhält man hieraus 



Tt^^/ Sq+po ^ y" 



1 



r So + 2p,-po 4 g Po-Pi 

So-hp, 
Setzt man r^ =r(l + 9), so wird r9 die Dicke der Hülle, und 

wenn, was gewöhnlich der Fall ist, ~ — ^ sehr klein gegen 1 ist, 

fc>a + Po 

So+Po' 
woraus die erforderliche Dicke der Hülle sich bestimmt. 

Für ein kugelförmiges Gefäss kann man einen ähnlichen Gang 
einschlagen; man findet dort 

2 So+Po 
unabhängig von den Radien., 

342. Die Gleichungen des Gleichgewichtes (Nro. 337) geben, 
indem man die erste mit $, die zweite mit i;, die dritte niit toiul- 
tiplicirt, addirt, endlich [mit dxdydz multiplicirt und über das 
ganze Volum d^s Körpers addirt, Glieder von der Form z. B. 



/// 



dX^ 
-r-^5dxdydz. 



Durch theilweise Integration erhält man hieraus 
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yy(x;r-x/'rodxdz-yyy*x,^dxdydz. 

Hier sind X ' und X " die Werthe von X an den beiden Grenzen 

7 7 7 

von x; X dxdz ist die nach y gerichtete Componente des Drucks 
auf die Fläche dxdz. Ist d F'^ das Element der Oberfläche des Kör- 
pers, dessen Projection auf die x, z Fläche das obige dxdz ist; ist 
ß" der Winkel , welchen die Normale ausserhalb des Körpers mit 
der Richtung y bildet , beides beim Eintritte von y und ebenso 
dF' und ß' fiir den Austritt des y aus dem Körper, so ist 

dxdz = dF'cos/9' = -dF"cos/9", 
und 

Xj,'J'dxdz-X/'r'dxdz=X/rdF'cosi8"-l-X/'r'dF"cosi8", 
und das doppelte Integral oben geht über in 



/x,5dF 



COS/^, 



dieses Integral über die ganze Oberfläche des Korpers ausgedehnt. 
Verfahrt man ebenso mit allen andern Gliedern , so erhält man für 
die mit $ multiplicirten Doppelintegrale , das Integral 



/(X^cosa- 



•X^cos/9-l-X,cosy)5dF. 

wo a, /}, )^ die Winkel der Normalen n des Elementes der Oberfläche 
mit den Axen x, y, z sind. Nun ist aber nach Nro. 274 a 

X^cosa -h Xy cos jS -K X^cosy = N^, 
der Componenten der Spannung in der Oberfläche zerlegt nach x, 
und also das obige Integral 



> 



'NJdF; 
und für die oben angegebene Snmme erhält man 









394. rv. Kr&fte an einein Körper, dessen Theile Tezscfaiebbar etc. 

wo das erste Integral über die ganze Oberfläche , das zweite über 
das ganze Volum V des Körpers auszudehnen ist und angenommen 
ist, es seien keine Kräfte f vorhanden, welche auf die Masse des 
Körpers wirken ; sind solche vorhanden , so kommt zur linken Seite 
dieser Gleichung noch die Summe der Arbeiten aller an der Masse 
des Körpers thätigen Kräfte 



m^ 



Das erste Integral ist die Summe der Arbeitet der äusseren 
Züge an der Oberfläche des Körpers für die eingetretene Verschie- 
bung dieser Oberfläche. Das zweite Integral soll noch umgeformt 
werden. 

Setzt man für 3^; ^; ^; ^-4-^ etc. die Werthe 
dx dy dz dy dx 

aus Nro.335 (63) und (64), so erhält man für den mit d Vmultipli- 

cirten Ausdruck in dem zweiten Integrale 

jj;(V + T,' + V + 2V + *X,' + 2T.')- 

-ii(X,4.Y, + Z.). 

Es ist aber 

und X, + Yy + Z^ = (3i + 2/*)d. 

Daher der obige Ansdrnck 

i^(X» + Y« + Z*)-^-(^^V. 

Die Summe der Quadrate der Spannungen in drei aufeinander 
rechtwinklichen Ebenen ist nach Nro. 276 e unabhängig von der 
Richtung der Goordinatenaxen ; man kann also für X, T, Z auch 
die Hanptspannungen in dem betreffenden Punkte nehmen. Sind 
dann et , e, » «3 die Hauptausdehnungen , so ist 

X = -J*4r2j»e4; Y = Ai + 2/i*ej ; Z=:A* + 2f*C3, 

was ' 

X'-l-Y»-l-Z»=3r<l'4-4ji*;i(J(e4+6,-hc,)-h4|ji*(e,»4-«j^+e,') 
= A(3A4-4/[*)rf»H-4/»*(e,^H-«2^-l-«3') 
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gibt Damit wird endlich die obige Gleichung 

gibt Der Aasdruck rechts ist die Arbeit der inneren Kräfte durch 

die erfolgten Ausdehnungen ausgedrückt Man sieht aas dieser 

Gleichung, dass d durchaus !Null, das Volumen also ungeändert sein 

kann, und dass doch eine Arbeit der inneren Kräfte vorhanden sein 

kann , welche zu ihrer Hervorbringung eine Arbeit äusserer Kräfte 

verlangt. Diess ist zum Beispiel der Fall bei der Torsion (Nro. 339). 

1 1 

Dort ist S = 0; e^ = 0; «, = x ar und Cj = — —arjundeswird 

das Integral 



^a/r^ 



dV 



I findet. 



= itia'Q, 

wenn Q das Trägheitsmoment des Körpers für die x Axe ist , das 
Volumen für die Masse gesetzt. Ist das statische Moment der 
äusseren Kraft, welche diese Drehung hervorgebracht hat, für die x 
Axe gleich Pp; so ist die Arbeit dieser Kraft bei dieser Drehung 

Ppal, 
woraus man den Torsionswinkela gleich 

Ppl 



343. Sind die auf die Oberfläche wirkenden Ziüge oder Drücke 
gegeben 9 so ist man meistens genöthigt, noch einige weitere An- 
nahmen zu machen, über deren Zulässigkeit die Vergleichung der 
erhaltenen Resultate mit den Erscheinungen an den diesen Kräften 
unterworfenen Körpern entscheiden muss. Es sei So die eben ge- 
krümmte Axe eines elastischen Körpers , von welcher vorausgesetzt 
ist, sie gehe durch die Schwerpunkte der zu ihr normalen Quer- 
schnitte des Körpers; auf diesen wirken nur Kräfte, welche in der 
Ebene durch s^ gehen, welche also diese Axe nicht aus dieser Ebene 
verschieben. 

Es seien Xq und Jq die Coordinaten eines Punktes dieser Axe 
in der Ebene durch Sq , ehe die äasseren Züge oder Drücke ange- 
bracht sind; x, y seien die Coordinaten desselben Punktes des 
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Körpers, nachdem diese angebracht » and der Körper sich gebogen 
hat Qq nnd q seien die Krümmungshalbmesser der Axenlinie an 
diesem Punkte vor und nach der eingetretenen Biegung. Ein Ele- 
ment, das um z normal von der Axe weg liegt, in der Richtung 
von ^0 gemessen , habe vor der Biegung die Länge 



ds'o = dSori4-— Y 



wo also fiir z gleich Null d Sq aus d s'o ^^d- Nach der Biegung 
wird dieses Element die Länge 

ds' = ds(l-l--) 

haben, wo eine etwaige Aenderung von z vernachlässigt ist, und 
angenommen ist, die Querschnitte, welche vor der Biegung recht- 
winklich auf dso an dessen Enden stehen, seien auch noch nach der 
Biegung rechtwinklich auf d s. 

Dann wird die Ausdehnung des Elementes d s' sein 
ds' — ds'o _ ds' ■ 



dSo L ^V(>o Qy^ 



nahezu, wenn man Qq und q als sehr gross gegen z annimmt, was in 
den Anwendungen immer der Fall sein wird. 

Die Spannung, welche sich hieraus, ergibt, ist 

«■=4a"('-[^-7])-']- « 

WO E der Elasticitätsmodul ist. 

Sind P^ und P^ die Componenten der an der Oberfläche des 
Körpers angebrachten Züge nach &und z, vom Anfange des Kör- 
pers bis zu einem Querschnitte , welcher normal auf die Axe bei 
X, y durch diese gelegt wird; so müssen die in diesem Quer- 
schnitte anzubringenden Spannungen mit den Kräften P^, P^ das 
durch den gedachten Querschnitt getrennte Stück des Körpers in 
der gebogenen Lage erhalten, Gleichgewicht hervorbringen. Ist 
M das statische Moment der Kräfte P^, P^ in Beziehung auf eine 
durch X, 7 gehende Axe normal zur Ebene x, y, ist b die Breite 



i 
i 
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des Körpers bei x, y, z rechtwinklich auf die Ebene x, y; ist S^ 
die taDgenfiale Spansung in dem Punkte x, y, z in der Richtung 
von z; so sind die Bedingungen des Gleichgewichtes des durch den 
betrachteten Querschnitt abgeschnittenen Stückes des Körpers 






S.bdz + P=0, (b) 

XbdzH-P. = 0, (c) 

-/s.bzdzd-M^O, (d) 

wobei alle Integrale über den ganzen Querschnitt auszudehnen sind. 

Die zweite dieser Gleichungen lehrt die Summe der tangen- 
tialen Spannungen in jedem Querschnitte kennen ; sie ist gleich der 
negativen Summe der Componenten aller auf das abgeschnittene 
Stück wirksamen Kräfte in der Richtung von z. 

Substituirt man den oben gefundenen Werth von S^ , wofür in 
Zukunft der Kürze wegen nur das Zeichen S gesetzt werden soll, 
so erhält man mit Rücksicht darauf , dass die Ordinate z vom 
Schwerpunkte ausgeht 

^<^-'>-^- <«> 

wo q den Querschnitt des Körpers bei x^ y rechtwinklich auf s be- 
zeichnet. 

In der Axe selbst wird die Spannung 



«.=<^-'). 



daher « _ P^ 

'''•- T* (0 

Setzt man nun 

S=S.+S...S.=E|iz(i-i). fe) 

SO wird die Gleichung (d) 

/s4bzdz = M, 

'^'' Ej^a^i-) /bzMz^M: (h) 
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Setzt man 

/b2'dz = qk^, 

welches das Trägheitsmoment des Querschnittes in Beziehung auf 
die durch x, y parallel b gehende Axe ist, so kann man obige 
Gleichung schreiben 

S,qk* = Mz. (k) 

Diese Gleichung lehrt S^ kennen, worauf (g) die Gesammtnormal- 
spannung bei x, y, z kennen lehrt. Damit sind diese I*sormalsp|in- 
nungen im ganzen Körper bekannt, wobei aber bei der Berechnung 
von M, Pg, P^ von den AendemogieD der Goordinaten der Angriffis-^ 
punkte der Kräfte durch die Biegung abgesehen wird, was fär die 

Anwendungen immer zulässig ist. 

ds 
Bedenkt man, dass-i — eine immer nur sehr wenig von 1 ver- 
aso 

schiedene Zahl ist, so kann man 

EfürE^ 
d So 

setzen, und dann gibt die Gleichung (h) 

welcher Gleichung man sich zur Bestimmung der Form des geboge- 
nen Körpers bedient.^ 

Spannungen in einem rechteckigen, gleichförmig belasteten 
horizontalen Balken. 

344. Ein Balken von rechteckigem Querschnitte liegt mit bei- 
den Enden auf, so dass seine Längenaxe horizontal ist, und ist 
gleichförmig belastet; die Spannungen und Pressungen in ihm an- 
zugeben. 

Legt man durch die Längenaxe des Balkens eine verticale 
Eb^ne, so ist um diese alles symmetrisch. In dieser Ebene und in 
der Längenaxe nehmen wir die Axe der x, vertical abwärts die Axe 
der z, rechtwinklich auf beide die Axe der y, den Ursprung der 
Goordinaten in der Mitte der Axe. 

Ist p die Belastung des Balkens auf die Längeneinheit der Axe 
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z, ist 21 die Entfernnng der beiden Unterlager, so ist pl der Drack 
auf jedes dieser beiden Lager. 

Damit wird X^ für z = 0; was mit Sg der vorhergebenden 
Nummer gleichbedeatend ist, gleich Null, weil keine Kraft in der 
Richtung x auf den Balken wirkt. In der Längenaxe z ist daher 
keine Kormalspannung vorhanden. 

Für den Ptmkt x, z wird das Moment der biegenden Kräfte 

pl(l + ,)-pÖJl^=|(P-x'). 
was nach der Gleichung (k) der vorhergehenden Nummer gleich 

z 

sein muss. 

Man hat daher 

X, = 2^(l»-x0z. (a) 

Diese Gleichung zeigt, dass die Normalspatinung in den zu x 
normalen Ebenen am grössten ist für den grössten Werth von z, 
d. h. für die unterste Schichte des Balkens. Für z = 0, die Län- 
genaxe, wird sie Null, und in der obern Hälfte ist sie negativ, das 
heisst, dort findet Pressung statt, welche in der obersten Schichte 
denselben Werth hat, wie die Spännung in der untersten. 

In den verschiedenen Querschnitten normal zu x erreicht die 
Spannung und Pressung die grössten Werthe für x= 0, also für 
den mittleren Querschnitt ; ip den äussersten , für x = + 1 ist die 
Spannung unabhängig von z gleich Null. 

Versucht man mit diesem genäherten Werthe von X^ die an- 
dern Spannungen in dem Balken zu bestimmen , so ergeben die 
Gleichungen (53, Nro. 272), wenij man Y gleich Null setzt, mit 
f = fürs Gleichgewicht 

qk* dz 

dX. dZ. 

dx dz 
Die erste von diesen gibt 
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WO C eine Fanctioo von x sein kann. Da ab^r in der obern und in 
der untern Endfläche des Balkens, welche bei 2 = ± h sein mögen, 
keine tangentialen Spannungen, von aussen angebracht ^d, so 
muss für z = ± h die Spannung X, unabhängig ton x gleich Null 
werden; damit wird 

Dieser Wertb von X^ muss der Gleichung (c) der vorhergehenden 
Nummer entsprechen , welche wird 



-:2^/Hh'-z')iz-^fx==o. 



tqk 

Es wird aber das Integral — r — , während qk* = — bh^ ist, wo- 

durch diese Gleichung identisch wird. 

Die zweite der obigen Gleichungen gibt nun 

woraus . „ p A j z*\ 

Ist der Balken an der oberen Seite , d. h. für z = — h belastet, so 
muss Z^ für Z = — h gleich 

b 

2 

werden. Diess gibt, 'wenn man für qk' seinen Werth -r-bh' setzt, 

die Integrationsconstante 
womit vollständig 

Für die untere Seite des Balkens gibt diess Z^ = 0, wie das der 
Aufgabe zufolge sein soll. 
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Die HanptspannnDgeD findet man, wenn man dieRichtang der 
einen gegen die x Axe mit tp bezeichnet, indem man zuerst die 
Normalspannang in der Ebene berechnet, deren Normale mit x den 
Winkel y bildet. Man hat hierfür (Nro. 278) 

, Nj^==:Xj^cosy' + Z^siny^-f-^X^cosy 8in5p; 

die ausgezeichneten Werthe hiervon liegen bei den aus der folgen- 
den Gleichung sich -ergebenden Werthe von y, 

= — (X^ — ZJ sin2y + 2X^cos Sy , 

oder X^-Z^ _ 6(h^~z^)x 

tan29^ 2X^ "" 3(l»-x^)zH-2h»-3h^z4-z» ' 

Diese ausgezeichnete Werthe von N^ sind die Hauptspannun- 
gen ; sie liegen in zwei Richtungen , welche um — auseinander lie- 
geh in der Ebene x, z, da die dritte Y r= ist. 

Für z gleich ± h wird 

tan 2 9 = 0. 

also y = und gleich — ; in der obersten und in der untersten 

Schichte liegen die Hauptspannungen horizontal und verttcal und 
fallen mitr den oben bestimmten X^ und Z^ zusanmien. Für z = 0, 
die sogenannte neutrale Faser, wird 

3x 
h ' 



tan 2 y = — 



was för ein sehr grosses x gegen h nahe 

2 5p = — oder -^ gibt, also 

7t , Stt 
cp = -r oder --- . 
4 4 

Gegen das äussere Ende des Ballens hin liegen daher die Haupt- 
Spannungen in Punkten der Axe der x unter Winkeln von 45^ und 
135® nahe gegen diese Axe; sie werden 

^4b Vh - V 
Die Hanptspannang nnter 45" gegen die x Axe ist negativ, eine 

Roltimana, UmoiM. Vachtaik. 26 
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"i 



Pressung, wogegen die Hauptspannung unter 135® eine beinahe der ^ 

ersten gleiche Spannung ist. ! 

Versucht man nun aber mit diesen Spannungen die Yerschie-« H 

bungen zu bestimmen , sok^mmt man hier auf Widersprüche, welche 
zeigen, dass die in Kro, 343 gemachten Annahnieii der Natur der 
Sache keineswegs vollständig entsprechen, und daher die Auflösun- 
gen nach ihaen nur ab genäherte betrachtet werden dürfen« 



I 



Spaiuiuiigeii m einer elHptiseheii Feder. 

345, Eine Feder von durchaus gleichem Querschnitte habe, 
ehe äussere Züge angebracht worden , in ihrer MitteHinie die Form 
einer Ellipse; sie werde nach der Richtung der einen Äxe der 
Ellipse durch Kräfte, welche in dieser Äxe liegen, auseinander 
gezogen. Die hieraus entstehenden Spannungen and Formände- 
rungen dieser Feder zu bestimmen. 

Die an der Feder wirkenden, einander entgegengesetzten Kräfte 
seien P; die Haibase der elliptischen Mittellinie in der Richtung j 

von P sei vor der Ausdehnung a, die andere b, | 

Schneidet man die Feder zweimal normal auf die Mittellinie j 

durch, so dass die Schnitte die Winkel g* und ip mit der Axe der 
X bilden, den einen nach der Seite der positiven y, den andern nach 
der Seite der negativen y gemessen; bezeichnet man mit S^ und 
S'o die Normalspanoungen in der Mittellinie fiir diese beiden Quer- 
schnitte, und ebenso mit S und S ' die tangentialen Spannungen, i 
so wird fürs Gleichgewicht | 

S'o q sin ^ — cos y / S^ b dz + S\ q sin t// — cos^ /S'^b dz— P— 0, 

Soqcosgj -Hsingi / S^bdz + S'„ qcost/^ — sini/; /S'^bdx = 0. ■ 

Da aber S^ und S^ nur von dem Winkel ^ und S'^ und S'^ nur 

von t^ abhängen können, so muss 

/P 
S bdz= — , 

S^qcos ^H-siny /S'^bdz = c 1 

sein, wo c eine Con&tante ist* Damit erhält maa ^ 



4 , 
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P 

S'Qq= — siny 4-ccos5p, 



/ S^bdz=csiny — ^ cos 5p. 



Nun muss für q> und tt — y die Spannung dieselbe sein. Daher 
c = und 

p /• P 

Soq = — siny; /S^bdz= — — cosy. (a) 

Die Spannung Sq in der Mittellinie ist daher immer von gleichem 
Zeichen mit P, während die Summe der tangentialen Spannungen 

in der Hafte von bis — und von da bis n das Zeichen wechselt; 

7t 

für <ip = — ist diese Summe gleich Null. 
Die Momentengleichung gibt 

-I- /S'^ b d z [(y— yO COS 1//— (x— x') sin t/;] + Ey = 0, 

oder 

S, qk» S'i qk' P . a t. P / a 

-^-^ 7.— =-2-(y-y')-Py=--2'(y-yO• 
Da aber S^ nur von y und &\ nur von y' und zwar ebenso von 
— y' wie S-i von y abhängt, so muss sein 

WO C eine Constante ist. 

um diese Constante zu bestimmen , dient die Gleichung (g), 
woraus 



^''■[7-a="-T- 



Schreibt man ' 

ds q dSo ft ^ 

so wird diese Gleichung 

Eqk^[d<p-d<p,^] = Cds-|-yd 

26* 



s. 
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Setzt man aas (a) in dieser and der vorhergehenden Nammer 

ds . So , , P . 
d-s7 = ^'^^=^"^2iE^"'9'. 

60 wird 

P P 

Eqk^(dg) — dy^) — — k^siii9dyo = Cds — — yds. 

Da nun (f von 90 °<^^ ^^ s^^^i^ wenig verschieden sein kann, so 
wird man annähernd ^\\s.if^^^^ für sin 9) d^)^ setzen, woraus für die 
halbe Feder sich ergibt 

'Pk« = Cs-yyyd8, 

wo s die Länge der Mittellinie der halben Feder ist. 

Für die Berechnung von s vernachlässigt man die Formände- 
rung. Setzt man 

x = asinx undy = bcosx, 
80 wird 5 

s = 2a/V"l-.e*siny*dx=2aE « 

e -1 ^, 
ist und E^^y das bekannte zweite elliptische Integral ist Femer ist 

yyds = 2ab /cosx V^— e'sinx^ dx, 
, 

was sich mit e sin x = w auf ein bekanntes Integral reducirt ; es ist 

/ y d s = — arc sin e -f- a b Y^l — e * . 

Daraus erhält man endlich 

C = -r^— TbCn^^^ + i-arcsine)--— ]. 
4E 7< L e '^ a J 

Für ein Kettenglied aus Rundeisen vom Durchmesser d findet 
man mit 

a=l,88; b = 1,259 zunächst e' = 0,5178 und 
e = 0,7196. 
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Damit wird E « = 1,3421, C = 0,4086P9 

und 8^^^(^0,40869 -|)P. 

Daraus ergibt sich die normale Spannang 

(0,40869-|-)Pz 

S = S. + S, = — sin<p+ ^p 

8- 
Im Scheitel erhält man für z = -r- 

S=3,27 — 

q 

und für 9 = — also y = — - — und z = — 

2t It u 

P P P 

< .S = -~--h 1,73— = 2,23 — • 

2q q ' q 

Die grösste normale Spannung kommt daher in der äussersten 
Faser in der Axe a vor, und das Material muss stark genug sein, 
diese Spannung zu ertragen. 

Die Verlängerung der Mittellinie ergibt sich aus 

d8 = ds„(l+^sin9). 

Setzt man hier wieder if^ für 9, so wird dso sin^ = dx und 
_ _ Pa 
^/»■^ 2qE ' 
wenn s und s^ die Längen des vierten Theils der Ellipse sind. 

. Bewe^un^ eines elastischen Körpers. 

346. Die Bewegungsgleichungen für einen isotropen Körper 
werden (Nro. 336) 
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Dabei ist dg diy d^ 

'^■"dx"*"dy"*"dx' 
die Verdichtung an der Stelle x4-J, y-4-iy, z+f, welche nr- 
sprünglich bei x, y, z lag. Die Verschiebungen sind alle als sehr 
klein angenommen. 

347. Wir untersuchen , ob in einem solchen Mittel eine ein- 
fache , ebene Wellenbewegung möglich ist. Dabei nehmen wir an, 
die äusseren Kräfte auf die Massentheile f seien Null, und setzen 
5 = wasin(at-t-s), 

iy = w /9 sin (a t + s) , (a) 

f = wy sin(at-l-s), 
wo w, a, ßy Y und a Constanten sind, und 

s = mx + ny4-pz (b) 

ist, worin wieder m, n, p cönstant sein sollen» wodurch also be- 
stimmt ist, dass der Bewegungszustand in allen Punkten der durch 
die Gleichung (b) gegebenen Ebene zu gleicher Zeit derselbe sei. 
Dabei schreiben wir noch 

m'-l-n^-l-p^ = P. (c) 

Substituirt man diese Werthe von J, iy, f in die Bewegungs- 
gleichungen , so erhält man 

(;i4-iii)m(am-l-/?n + yp)-f-aOiiP — Ja') = 0, 
C;i-h jti) n (am -h/^n + yp) +/9(/[il* — ^a') = 0, 
(;H- jti) p (a m + /9n + y p) -t- y (iitl^ — Ja*) = 0. 
Eliminirt man y aus der ersten und zweiten dieser Gleichun- 
gen , und ebenso aus der zweiten und dritten , so erhält man 
(i»l» — Ja')(an-./?m)=t), 

und OtP-z/a')[a(A-l-ju)mn-f-/^((;i-f-iii)(n' + p')4- 

4-iu.l'-JaO] = 0. 
Beiden Gleichungen wird entsprochen durcli 

iiil»~Ja* = 0, (d) 

oder durch an — j5 m = , (e) 

wozu die zweite dieser Gleichungen die weitere Bedingung gibt 

/?m'(;i-f-iu)-f-/?[(;H-iii)(P-m^)-l-iiil*Ja'] = 0. 
oder (;i4-2|i4)l*-z*a' = 0, (f) 
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348, Man erhält also zwei Anflösmigeii, von welchen jede 
eine mögliche Bewegung der durch die Gleichungen (a) gegebenen 
Art gibt. Für die erste ist 

und dabei muss am + /9n -I- yp = 

werden, welches die Bedingung ist, dass äy die Verdichtung hierbei» 
Null werde. Diese Wellenbewegung ist daher von keiner Verdich- 
tung begleitet. 

Derselbe Zustand der Bewegung wiederholt sich zu gleicher 
Zeit für s' und s , für welche 

s' — s=27r 
ist Diese Ebenen sind parallel und ihre Entfernung ist 

8^--S___2^__ 

— J—- 1 ->t, 

welches die Wellenlänge dieser Bewegung ist. 

In derselben Ebene s wiederholt sich derselbe Zustand der 
Bewegung, so oft at um 27r wächst, das heisst für die Zeit 

"" a """ 1 »^ /Lt 
Diese Zeit ist die Oscillationsdauer der Wellenbewegung. 
Die Geschwindigkeit des Fortschreitens der Wellen ist 

Die Componenten der Geschwindigkeit eines Punktes x + £, 7 + ?> 
z 4- f erhält man 

— -=:cipiacos(at4-s); Tt- = /?acos(at4-s); 
dt cl t 

— =:yacos(at4-8). (h) 

Vergleicht man diese mit der Bedingung, dass 

am + /yn-l-yp = 
sein muss, und mit der Gleichung der Wellenebene 

s = mx-f-ny-l-pz, 
so sieht man 9 dass die Schwingungsrichtang der Wellenebene pa-* 
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rallel geht, also normal zu der Bicbtang, nach welcher die Wellen- 
bewegung fortschreitet y die Schwingangen sind transversale. 

349. Die zweite Auflösung gibt 

a^_A + 2^ 

als das Quadrat der Geschwindigkeit, mit welcher diese zweite 
Wellenbewegung fortschreitet. Die Gleichungen (h) geben mit der 
Bedingung (e), welche für diese Bewegung erfüllt sein muss, welche 
in die drei zu erfüllenden Bedingungsgleichungen substituirt noch 
die andern geben 

yn-/?p = 0, 

die Schwitigungsrichtung normal auf die Wellenebene ; die Schwin- 
gungen geschehen in der Richtung, in welcher die Welle fortschrei- 
tet , sie sind longitudinale. 

350. Man sieht , dass für die transversalen wie für die longi- 
tudinalen Schwingungen die beiden verschiedenen Fortschreitungs- 
geschwindigkeiten der Wellen unabhängig sind von der Oscilla- 
tionsdauer und von der Amplitude. Jede anfangliche Erschütte- 
rung wird sich darstellen lassen, als entstanden aus dem Zusam- 
mentreffen solcher ebenen Wellen, von welchen die einen, die 
longitudinalen von Verdichtungen begleitet sind, während die an- 
dern , die transversalen , keine solche geben. Aus dieser anfäng- 
lichen Erschütterung werden dann für jeden Erschütterungspunkt 
zwei kreisförmige Wellen mit verschiedenen Geschwindigkeiten 
fortschreiten (Nro. 326) , von welchen die eine den longitudinalen, 
die andere den transversalen Schwingungen angehört. Die Bewe- 
gung an jedem Punkte wird sich betrachten lassen als die durch 
das Zusammentreffen, die Interferenz, aller dieser Wellen in jenem 
Punkte als Resultirende sieh ergebende Bewegung. 

351. Mit einem verticalen eyündrischen Drahte, der oben 
fest eingespannt ist, ist unten die schwere Masse m zu einem festen 
Körper verbunden. Diese Masse wird mit dem untern Ende des 
Drahtes um die vertical bleibende Axe des Drahtes gedreht, und 
dann das Ganze sich selbst überlassen. Die hierbei eintretende 
Bewegung zn bestimmen. 
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Sind X, y, z die rechtwinkKchen Coordinaten eines Punktes 
des Drahtes in der Ruhelage, z von der Befestigungsebene in der 
Axe vertical abwärts gemessen; so kann man die Verschiebungen 
dieses Punktes zur Zeit t gleich setzen mit 

?= — ayz; 1^= + axz; f=bz. (a) 

Dabei wird b constant sein können , a aber eine Function von t 
und von z sein. Die räumliche Ausdehnung an dieser Stelle findet 
man 

ä = h 

also constant. Damit reduciren sich die Bewegungsgleichungen, 
wenn die auf den Draht wirkende Schwerkraft ausser Acht gelassen 
wird, auf 

d^(az) _^ d^(az) 
^"d^^-'^"dt^' 

Das allgemeine Integral dieser Gleichung ist 

a z = F . , + f , , 

z-j-yt z — vt ' 

WO F und f zwei willkührliche Functionen sind und v' = ^ ist. 

Für z = Omuss az unabhängig von der Zeit Null bleiben, 
woraus 



^vt — ""^~vt » 



7 

und also für t = t 

V 

F =— f 

vt — a *B— vt 

oder az = F^.^,-F,._ (b) 

wird. 

Aus den Werthen von ^ und rj sieht man, dass az der Winkel 
ist, um welche der bei z liegende Querschnitt des Drahtes gegen 
seine Ruhelage verdreht ist. Der Torsionswinkel bei z, das heisst 
der Winkel, um welchen zwei um die Längeneinheit vertical unter 
einander liegende Querschnitte gegen einander verdreht liegen wür- 
den, wenn die Verdrehung auf diese Strecke dieselbe wäre, welche 
sie bei z ist , ist 

d(az) 
dz * 
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Ist der Werth dieses Torsionswinkels gleich & für das untere 
Ende des Drathes, das bei z=:l liegen soll, so ist zur Erhaltung 
dieses Torsionswinkels im Gleichgewichte das statische Moment 
fiQS" erforderlich, worin Q das Trägheitsmoment des Querschnittes 
des Drahtes normal auf z ist (Nro. 342). Umgekehrt wird bei dem 
Torsionswinkel ^ das statische Moment fiQS' den Draht in seine 
Buhelage zurückzuführen suchen. Für die am untern Ende des 
Drahtes befestigte Masse m ergibt sich hieraus die Bewegungs- 
gleichung 

wenn Q^ das Trägheitsmoment der Masse m für die Axe z ist» und 
1 für z gesetzt wird (Nro. 161, Gleichung 29). 

Versucht man 

F^^ = Asinnv.t 

zu setzen , so wird 

az = 2Aco8nvtsinnz (d) 

und also 

d(az) ^ . ^ d^(az) « a 2 i 

— ^ — ^ = 2Ancosnvtcosnz; — , , = — 2An'v*cosnvtsmnz. 
dz dt* 

Substituirt man diese Werthe mit z = 1 in die Gleichung (c), 
so gibt diese die Bedingungsgleichung 

^ = nvUannl, (e) 

aus welcher man n mit dem früher bestimmten Werthe von v* er- 
hält. Ist Ol sehr gross gegen fi Q, so wird, weil auch v' immer 
sehr gross ist, n sehr klein, so dass man nl für tan nl setzen kann. 
Damit wird der Winkel g) , um welchen das untere Ende des Drahtes 
gegen die Ruhelage zur Zeit t verdreht ist, und also auch die auf 
diesem Ende festsitzende Masse m 

y = al = 2Anlcosnvt. (f) 

Die Dauer einer ganzen Oscillation wird hieraus 

nv ^ (iQ 
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Wird fi darch das Gewicht einer schweren Masse fi^ angegeben , so 
ist jti =jtAi g, wo g:^die Beschlennigung der Schwere ist. 

392« Ist keine M%6se am untern Ende des Drahtes befestigt, 
also m und damit Q^ gleich NulU so muss für z = 1 

dz 
sein. Setzt man hier wieder 

F^^ = Asinnvt, 
und also * az92Acosnvtsinnz, 

so wird die Bedingungsgleichung (c) 

]b(Qcosnl = 
und dazu * - 2a -hl 

WO a eine ganze Zahl ist. 

Hier wird az = unabhängig Ton t flir 



2a-4-l/ 

wo wieder i eine ganze Zahl vorstellt , also flir z = 0, was für 

jeden Werth von a der Fall ist. Ist a=0, so findet a = für 

keinen andern Werth von z statt ; ist 

2 
a == 1, so wird a gleich Null fiir z = — 1 ; 

2 4 

a = 2, so wird a gleich Null für z = -r- 1 und fiir z = -=- 1; 

o ö 

und^so weiter; diese Entfernungen geben die Schw^gu%gsknoten 
für diese drehende "Bewegung an. • ^ 

Die Dauer einer ganzen Oscillation ist , • 

= 41 _ 41 • -i /■£ 

^"" (2a-4-l)v ""(2a-f-l) y fi' 
Die Zahl der Oscillationen in der Zeiteinheit ist für 

a = gleich -l-Vj; 

a = 1 gleich -jT- Y ^ ^^^ s^ f*^^- 



